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OZET

MONTE CARLO SIMULASYONU ILE ISING MODELI VE FAZ
GECISLERIi

Deney yapmanin ¢okta miimkiin olmadig sistemleri (niikleer, istatistik, yliksek enerji,
astrofizik gibi) incelerken genellikle tercih edilen yontem problemin dogal bir kopyasini
simiile etmektir. Simiilasyon hazirlamak; 1- Problemin dogru anlasilmasi, 2- Coziime giden
yolun basamaklandirilarak algoritmanin olusturulmasi, 3- Problemde gerekli verileri alarak
¢Oziime kavusturan programin yazilmasi basamaklarini igerir. Tabi ki her arastirmacinin arzu
ettigi, az bilgiyle ¢cok veriye ulasmak istenilen bir durumdur. Simiilasyonlar bu noktada; az
bilgiyle ¢ok veriye ulagmak, ulasilan verilerin birbirleriyle olan iliskileri, degisimleri gibi pek
cok seyi beraberinde getirir. Iyi yazilmis ve problemin dogasina yakin simiilasyonlar deneysel
ortamlarda malzeme, zaman gibi kisitlayicilar diisiinmekten kurtarir. Boylelikle incelenen

sistemdeki iligkili biiytikliiklerin arasindaki degisimler kolaylikla takip edilebilir.

Arastirmamiza ising modeli taniyarak (1. boliim) basladik. Ardindan simiilasyonda
kullanilabilecek yontemleri (3. boliim) inceledik. Sonrasinda bilgisayarimiza Linux isletim
sistemini kurarak programimizi yazdik. Programimiz ising model i¢in dig manyetik alan
varken bile 6nerilen sonuglar1 dogruladi. Bundan cesaret alarak bir adim daha atip potts
modeli arastirdik. Programimizda énemli birkag¢ degisiklik yaparak potts model i¢inde gayet
dogru sonugclar aldik. Son olarak aldigimiz sonuglara hysterisis etkisi katmak ve sonuglari

incelemek iizere programi hysterisis etkisi sonuglarini alabilecek bi¢cimde diizenledik.

Ozet olarak; ¢alismamizda ising ve potts model; birinci en yakin komsu i¢in monte
carlo simiilasyonuyla hazirlanmig ve Linux isletim sisteminde C programiyla incelenmistir.
Bunun i¢in; 1. Boliimde spin kavrami ayrintili bir bicimde verilip ising ve potts model genel
hatlariyla verilmis, 2 Boliimde konu ile ilgili istatistik mekanigin getirdigi temel kavramlar, 3.
Boliimde simiilasyonlarin temel mantigini ifade eden yaklasim yontemleri, 4. Boliimde

calismamizda elde ettigimiz veriler sunulmustur.

Eyliil, 2011 Omer ASCI



ABSTRACT

ISING MODEL BY MONTE CARLO SIMULATION AND PHASE
TRANSITIONS

Simulating a natural copy of the problem is the method that is generally preferred
while examining the systems ( e.g. nuclear, statistics, high energy, astrophysics ) on which it
is impossible to do experiments. Preparing the simulation includes those steps: 1-
Understanding the problem correctly, 2- Forming the algorithm by processing the procedures,
3- Writing the programme by collecting the essential data which help reaching the solution.
Certainly, all researchers would like to reach much data with less knowledge. At this point,
simulations help us to reach much data with less knowledge, to see the relationship and
changes between the data reached. Simulations which are well-written and related to the
nature of the problem prevent us from thinking about the restrictions in experimental
environment such as timing and materials. In this way, changes between the connected

enormities in the examined system can be followed easily.

We started our research by recognizing ising model (1st part). After that, we have
searched the methods that can be used in simulation (3rd part). Afterwards, by setting up
Linux operating system on our computers, we wrote our program. Our program confirmed the
suggested results even there was exterior magnetic field for ising model. Taking courage from
this, we stepped one more and searched the potts model. By making a few important changes
in our program, we got really correct results for the potts model, too. Finally, to add hysterisis
effect to our results and to examine the results, we arranged our program to be able to get

results of hysterisis effects.

To sum up, in our research ising and potts model; for the first nearest neighbour have
been prepared by monte carlo simulation and examined by C program in Linux operating
system. Because of this, in part 1, the concept of spin has been given in detail, ising and potts
models have been given commonly, in part 2, the main concepts that statistics mechanics
,which are related to the topic, brought, in part 3, approaches and methods which express the
basic sense of simulation, in part 4, data that we have obtained in our research have been
presented.

September, 2011 Omer ASCI



SEMBOLLER
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I. GIRIS - TEMEL KAVRAMLAR VE ISING MODEL

I.1. TEMEL KAVRAMLAR

Manyetizma temelinde, kuantum mekanigi ile agiklanabilen bir olaydir. (1895-1952)
Neils BOHR daha kuantum mekanigi kurulmadan 6nce manyetizmanin klasik fizik ile tarif
edilemeyecegini Onermisti. Manyetizmanin temel unsuru elektron spini ve ona eslik eden
manyetik momenttir. Bundan dolay1 6ncelikle elektron spininin ne oldugunu anlamak yerinde

olacaktir.

Proton ve notronun olusturdugu ¢ekirdek ¢evresinde elektronlarin dairesel
yoriingelerde dolastigi 1911 yilinda Ernest RUTHERFORD tarafindan, Rutherford atom
modelinde ifade edilir. Buna karsin model stirekli enerji spektrumunu 6ngoriir. Atomlarin
1s1ma yapmasini agiklayamaz. Nedeni ise atomda ongdriilebilecek tiim yoriingelerin kararli
oldugunu savunmasiydi. Ayrica elektronun merkezcil ivmesiyle hareketi ile nicin ¢ekirdege

diismedigini agiklayamamaktadir.

1913 yilinda Neils Bohr yeni bir atom modeli fikrini ileri siirdii. Modele gore, cekirdege
en yakin enerji seviyesinde hareket eden elektron yoriingesi kararlidir. Atom 1s1ma yapmaz.
Atoma elektronu iyonlastirmadan, sadece uyarabilecek yeterlilikte enerji verildiginde,
elektron daha yiiksek bir enerji seviyesine ¢ikar. Bu durumda atom kararsizdir. Tekrar kararli
hale gecmek icin elektron iist enerji diizeyinden eski enerji seviyesine inerken atom, aradaki
enerji farkina esit enerjide bir foton yayinlar. Béylece Bohr atomlarin nasil 1g1ma yaptigi
aciklamis olur. Neils Bohr hidrojen atomunun spektrum ¢izgilerini, Planck in kuantum

kavramlarimi kullanarak, kuramini ortaya atmistir. Kuramdaki varsayimlar sunlardir.

. . .. h .
1. Elektronlar ¢ekirdek ¢evresinde doniislerini p nin tam katina denk diisen acisal
T

momentum degerlerinde, kararli yoriingelerde dolasirlar.
h -
L=n— n=1,2,...IN (1.1)
2n

2. Herhangi bir kararli enerji seviyesinde elektron dairesel yoriingede dolasir.



3. Elektron kararli yoriingelerden birinde dolasirken, atom 1s1ma yapmaz. Buna karsin
elektron yiiksek enerji diizeyinden, diisiik enerji diizeyine gegerken atom aradaki
enerji farkina esit 1s1ma yapar.

hf=E,,-E_, (1.2)

4. FElektron hareketinin miimkiin oldugu kararl seviyeler K, L, M, N, O gibi harflerle

veya en diisiik enerji diizeyi 1 olmak tizere 2, 3, 4, .. diye bir tam say1 ile belirtilirken

n ile gosterilir.

_e 7 \\
/ me \
= / 7 \
] \
L / |
I 1
1 1
\ 1
\ 1
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Sekil 1.1 Bohr atom modeline gore, hidrojen atomunda dairesel yoriingede dolasan

elektron

Bu atom modeli o giiniin sartlarinda bir¢ok soruya yanit verebiliyor olmasina karsin
bugiin yalnizca tek elektronu bulunan hidrojen ve benzeri atomlarda yeterli oldugunu gayet

iyi biliyoruz. Ne bilesiklerin yapis1 nede ¢ok elektronlu atomlar i¢in bu Sneriler yetersizdir.

1924 yilina gelindiginde Lois De Broglie, optikteki fermat prensibi ve mekanikteki en
kiictik etki prensibi ile benzerlik kurarak, 15181n gosterdigi dalga-parcacik ikileminin,

maddeler tarafindan da gosterilmesi gerektigini ileri siirdii. Bu amagla De Broglie; Einstein in
0zel rolativite teorisi ile Planck in kuantum teorisini kullandi. Foton i¢in E=P.c ve EZ%

ifadelerini esitleyerek, De Broglie dalga boyunu veren ifadeye ulasilabilir.




Sekil 1.2 Hidrojen atomunda kararli bir yoriingede elektronun dalga boyu.
h
App= ? (1.3)

Bir gitar teli nasil belli frekanslarda titresiyorsa atomun ¢evresinde dolanan
elektronunda, de Broglie dalgasi, sadece belli dalga boylarina sahip olmaliydi. Bu ¢esit bir
dalga 1913 yilinda Bohr’un hidrojen atomundaki elektronlarin enerji seviyelerini buldugunda
yaptig1 varsayimlari agikliyordu. Ayrica makroskobik boyuttaki cisimlerin momentumlart ¢ok

daha biiyiik oldugundan, de Broglie dalga boylar 6l¢iilemeyecek kadar kiigiiktiir.

1925 de Werner HEISENBERG kuantum mekaniginin vazgegcilmez bir ilkesi olan
belirsizlik ilkesini ortaya koydu. Belirsizlik ilkesi bir par¢acigin bazi farkli 6zelliklerinin
birlikte belirlenemeyecegini sdyler. Ornegin, bir parcaciga ait momentum ve konum ayni anda
Ol¢iilemez. Kuantum mekanigine gore, parcacigin bu iki 6zelligindeki belirsizlikleri ¢arpimi
en az planck sabiti, h=6,626.10"* J.s kadardur.

Ax.AP=h (1.4)

Denklem (1.4) e gére konumu belli bir anda kesin olarak bilinen bir pargacigin
momentumu sonsuz belirsizliktedir. Bu yiizden parcacik kisa siirede o noktadan ayrilir.
Benzer sekilde momentumu kesin olarak bilinen bir par¢acigin konumu sonsuz
belirsizliktedir. Dogada rastlanan pargaciklarin bulundugu kuantum durumlarinda
pargaciklarin hem konum hem de momentumu bir miktar belirsiz olmak zorundadir. Werner
Heisenberg, mikroskop 6rnegini bu ilkeyi agiklamak i¢in gelistirdi. Mikroskobik bir
parcacigin yerini "gorerek" dlgmeye c¢alistiginizi diisliniin. Boyle bir 6l¢iimde pargacigin
tizerine 151k gondermek, dolayisiyla pargacikla 15181 etkilestirmek bile pargacigin konumunu
tam olarak belirlemeye yetmez. Olgiimde en azindan kullanilan 15131n dalga boyu kadar bir

hata yapilir. Bunun yani sira 11k pargacikla etkilestigi icin 6l¢iim, parcacigin hizinda bir



degismeye de neden olur. Isik parcaciga carpip yansidigi sirada en az bir fotonun momentumu

parcaciga aktarilir.

GOZLEM ONCES] GOZLEM SONRASI

@ | AVAVATI S

elektron gozlemci . - -
elektron gozlemci

Gdizlem siirecinin kendisi elektronun
konum ve enerjisini degistirir.

Sekil 1.3 Gozlem, sistemden alinacak verileri dogrudan etkiler.

Parcacigin momentumu 6l¢iimden 6nce tam olarak bilinse bile, konumun 6l¢iilmesi
parcacigin momentumunu h/A kadar degistirir. Parcacigin yerini daha iyi belirlemek {izere
daha kisa dalga boylu 151k kullansak bile, 6l¢limiimiiz momentumdaki belirsizligi arttiracak,
ama her durumda, ikisinin belirsizlikleri ¢arpimi en az h kadar olacaktir. Bu anlamda atomda

elektronlarin yoriingelerinden bahsetmek yerine orbital kavrami ¢ok daha anlamli olacaktir.

Yine 1925 yilinda, Wolfgang PAULI bir atomda iki elektronun ayni enerji seviyesinde
birlikte bulunamayacaklarini ifade eden prensibini ortaya koymustur. Boylelikle;
n Bas kuantum sayisi,
1 Orbital kuantum sayist,

m Manyetik kuantum sayisi

disinda dordiincii bir kuantum sayisi olan, s spin kuantum sayis1 Pauli tarafindan gerekli

goriilmiistiir. Spin elektronun kendi ekseni etrafinda doniisii ile ortaya ¢ikan bir kavramdir.

spin yukar
o — - - — -
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spin asadi



Sekil 1.4 Elektronun spin hareketi.

Elektronun kendi ekseninde iki farkli yonden biride donmesi gerektirdiginden, spin
doniis yoniine gore, s = -1/2 ve s = +1/2 diye iki farkli deger alir. Ayrica spin kuantum sayist,
atom spektrumlarinda gézlenen cizgilerin ince yapisini agiklamak i¢in ortaya ¢ikmistir. Bu
oneri i¢in deneysel kanit, O. Stern ve W. Gerlack tarafindan verilmis deneyde, giimiis metal
buhar1 ince bir demet halinde gii¢lii bir magnetik alandan gecirilmistir. Manyetik alandan
gecen glimiis atomlarinin iki yone ayrildiklar: goriilmiistiir. Nedeniyse, glimiis atomunda en

dis yoriingede bir tek elektron olmasi ve her bir giimiis atomunda spinin farkli olabilecegiydi.

Ince plaka
Dedektor

Firin
Giimiis
atomlar1

DECAKIL 1.0 OLCLL Ullidull Uclicyl.

Doénen yiiklii tanecik manyetik 6zellik gosterdiginden elektron kiiciik bir miknatis gibi
davranir ve elektronun iki tlirliit donme hareketi zit yonlenmis iki miknatis olusturur. O halde
spinleri zit olan elektronlari tagiyan atomlar zit iki yone saparlar. Sonug olarak dort kuantum
sayist da bilinen bir elektronun bulundugu yoriinge ve donme yonii belirlenebilir. Bu noktada,
W. Pauli nin ortaya koydugu Pauli disarlama ilkesi geregince elektronlarin kuantum sayilarina
iliskin bir kisitlama vardir. Ayn1 atomda herhangi iki elektronun tiim kuantum sayilar1 ayni

olamaz, en az biri farkli olmas1 gerekir.

Tiim bu bilgiler 1s181inda Bohr atom modelinde 6nerilen; K, L, M, N enerji
seviyelerinin yaninda her seviyenin, alt enerji seviyeleri olan s, p, d, f tanimlanir. Bu alt
yoriingelerden elektronun en biiyiik olasilikla bulunacag: yoriingemsiye orbital adin1 vermek

dogru olacaktir. [6,12,9]
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Sekil 1.6 Atomik orbital sekilleri ve yériingelere elektron dizilisi.

1.2. ISING MODEL

Elektron spini, atom ve molekiiller i¢in, manyetik 6zelliklerin agiklanmasina yarar.
Ozellikle katilarda siki bagl yapisi dolayistyla elektron denizi denilebilecek kadar ¢ok
elektron, tiimiiyle spin toplulugu gibi davranir. Tekrar basa donecek olursak maddeye ait

manyetik 6zellikleri klasik fizik agiklamakta yetersiz kalmaktadir.

Bir spin toplulugundaki spinlerin pek ¢ogu ayn1 dogrultuya yoneldiginde
ferromanyetizma ortaya ¢ikar. Bunun sonucu olarak elde edilen {iriin, toplam manyetik
moment, makroskobik 6l¢iide biiytiktiir. Ferromanyetizmada arastirma konusu olan asil

mesele olarak;

» Spinler arasindaki etkilesimin madde igerisinde bir ugtan digerine nasil gerceklestigi,

» Yiiksek sicakliklarda sistemlerin manyetik 6zelliklerini kaybettiklerini bilsek bile
sicakligin manyetik 6zellik lizerindeki etkisinin nedenini ve nasil gerceklestigini,
bilmek isteriz. Ferromanyetik 6zelligi ile taninan demir, bu 6zelligini yaklasik 1000 K derece

sicaklik iizerinde kaybeder.




Sekil 1.7 de dogal bir miknatis (ferromagnet) modeli gosterilmistir. Sekilde bir

magnetik moment toplulugu goriiliiyor. Her bir magnetik moment oklarla;

T Spin yukari +% 1 Spin asagdi —%

belirtilmistir. Daha da basitlestirmek {izere spinler1 duzenl bir kates uzerinde varsayabiliriz.
Spin bir kuantum mekanigi olay1 olmasindan dolay1 varsayimimiz bir anlamda kuantum
kurallar1 i¢cinde olmalidir. Spinlerin tam bir kuantum mekanigi modeli davranisi
gosterebilmesi i¢in, spin agisal momentumunu simiilasyonlarimizda kuantum kurallarini
uygulayabilecegimiz seylere ihtiya¢ duyariz. Devaminda ise, dylesine zor bir hesaplama
trafigi olusur ki buna yer verilmeyecektir. Bunun yerine burada birkac basitlestirme
yapacagiz. Bu alanda ¢ok fazla is yapilmasina ragmen her ne kadar basitlestirme yapsakta

modelimiz fizikteki manyetizma konusunun tiim gergeklerini kapsar.

Her bir spin ya +z ya da —z yi gosterecegini varsayalim. Yani +z yukari spin, -z asagi
spin demek. Bagka bir yonlendirmeye izin verilmiyor. Bu yiizden sistemdeki i. spin yalnizca

iki degerden sadece birini alabilir. Uygun olsun diye biz bu degerleri s, = *1 diye ya +1 yada

-1 aliyoruz. Her bir spin diger spinlerle kafes i¢inde etkilesim kurar. Artik bu spin toplulugu
ISING SPINLERI olarak adlandirilir. Dogal bir miknatista bu etkilesim spin ¢iftleri arasinda
paralel hiza yapacaktir. Gergek bir manyetik materyalde en genis etkilesim, birbirine en yakin
komsu spinler arasinda olacaktir ve bu etkilesim iki spinin arasinin gitgide agilmasiyla aniden
diisecektir. Biitiin bunlarla en basit ising model sunu varsayar, etkilesim sadece en yakin

komsular arasinda ve sistemin enerjisi,

E=—JZ:sisj (1.5)
(i)

diye hesaplanir.
ivej; Enyakin komsu spinler,

J; Yer degistirme sabiti,



s, ; 1. spin degiskent,

s;5 J- spin degiskeni,

Spin sistemini 6zel bir durumda diistinmek teoremi anlamaya yardimci olacaktir. Her
bir spinin 6zel diizenlenmis yerleri var. Oyleyse (1.5) deki esitlik par¢alanmamis tam sistemin
0zel bir halidir. (1.5) Enerji fonksiyonu ve yukarida verilen ising spin tarifi birlikte ISING
modelini tanimlamaya hizmet eder. Ising modeli ilk olarak Wilhelm Lenzin aklina geldi ve
1920 lerde Ernst Ising’e tez konusu olarak dnermistir. Ising modelin nicel (say1sal)
davraniglarinda ilerlemeden Once ilk olarak nitel davraniglara bakcagiz, sonra istatistiksel
mekanigi gozden gegirecegiz. (1.5) Enerji denklemine gore, iki komsu spin ayn1 yonlii ise
etkilesim enerjileri —J, iki komsu spin zit yonlii ise etkilesim enerjileri +J dir. J pozitif olarak

varsayildigindan komsu spinler paralel hizali olarak etkilesip dururlar.

Eger her spin kendi komsularina paralel olursa kafes i¢indeki her bir spin tiim diger
spinlere de paralel olacaktir. Boylelikle manyetik momentlerin tiimiiniin hizalanmasi, bizi sifir
olmayan bir manyetik moment toplamina gotiirecektir. Bunun sonucu olarak da dogal bir
miknatis (ferromagnet) elde edilir. Manyetik alan yokken manyetik momenti olan bir sistem,
Anlik Miknatislanma (Spontaneous Magnetization) olarak isimlendirilir. Tiim spinler
birbirine paralel olsa ve bu durumdayken de spin sisteminin enerjisi en diisiik olsa bunun
nedeni olarak sicakligin diizeni bozan etkisini diistinmeliyiz. Spin sisteminin T sicakliginda
bir 1s1 banyosunda dengede oldugunu varsayabiliriz. Sonugta da izlenen davranig kanonik

topluluk olarak algilanmaktadir.

Metodlardan biri sunu goézlemektir, zaman ilerledik¢e farkli spinler ileri geri (flip back
and forth) takla atarlar. Sistem bu taklalara uyarak farkli spin konfigiirasyonlarina dogru
tasinacaktir. Deneysel bir 6l¢iimde gozlemlenen davranig, farkli muhtemel spin
konfigiirasyonlarinda ne kadar zaman harcayacagina bagl olacaktir. Istatistik mekanigin
temel sonucu sudur ki, bir 1s1 banyosuyla denge halinde olan sistem i¢in herhangi bir 6zel

haldeki sistemin bulunma olasilig1 Boltzman faktorii ile orantilhidir.

E(’.

P Oek’ (1.6)
Burada;

E,: a halinin enerjisi,



k, : Boltzman sabiti,

P, : Sistemin o halinde bulunma olasiligidir.

Bu hallerin her biri spinlerin 6zel bir konfigiirasyonudur. Bu konfigiirasyonlar
SISTEMIN MIKROHALI (microstate of the system) diye isimlendirebiliriz. Eger i¢inde N
tane ising spini olan bir kafesimiz var ise her spin sadece 2 halde bulunacagindan, 2" tane
farklt muhtemel mikrohalleri olacaktir. Sisteme tiim olarak baktigimizda biz en ¢ok sununla
ilgilenecegiz. N ¢ok biiyiik oldugundan mikrohal say1s1 da ¢ok biiytiktiir. Boylece N spinli
sistemler ve sonug olarak da mikrohalleri ¢ok biiyiik olacaktir. Iste bu, problemi ¢oziilmesi
zor hale getirecektir. Ama ayni zamanda da bazi enteresan davraniglara da sebep olacaktir.
Microskobik agidan bakildiginda bu 1s1 banyosunda dengede olan spin sistemlerinin
etkilesimidir. Is1 banyosu sistemin bir mikrohalden diger bir mikrohale gegisine sebep
olmaktadir. Bireysel spinler +1 den -1 ya da -1 den +1 e takla atarlar. Bu arada ya 1s1
banyosundan enerji kazanirlar ya da 1s1 banyosuna enerji kaybederler. Toplam manyetik
moment gibi miktarin makroskobik 6l¢iimii, etkin olarak bir¢ok mikrohalin {izerinde ortasini
bulur. Oyle ki 6l¢iim boyunca sistem ziyaret eder. Makroskobik davranisi hesaplamak yerine

burada P,, ¢esitli mikrohallerde sistemin bulunma olasiliklarini hesaplama ihtiyaci duyariz.
Ornegin bir mikrohalin manyetik momenti M, 6zel haldeki tiim spinler igin gegerli olan s i

degerlerinin toplamidir. Sistemin 6l¢iilen miknatislanmast;

M=>"M,P, (1.7)

ki o mikrohalinde spin yonlerine denk gelen bu toplamda, spin degiskenlerinin (s; nin)
sayisal degerleriyle MuZZs ; dir. Benzer sekilde diger ozellikleri de P, olasiligr ile

aciklanabilir.

Tiim bunlar istatistik mekanikten tanidik gelecektir. Hesaplama mikrohallerin ¢ok
fazla sayida olmasindan dolay1 zor olacaktir. Biz burada N nin, spin sayisinin sonsuz oldugu
sistemleri inceliyor olacagiz. Bu yiizden durum sayis1 gercektende ¢ok fazla olacaktir.
Analitik bakis bu sistemlere iliskin ¢cok korku verecek sekilde ispatlar yapmis ve sadece
birkag bagil sonug elde etmistir. Bu da, problemin ¢éziimii i¢in simiilasyonlari oldukga cazip

kilmaktadir. [6,7,11]



1.3 POTTS MODEL

Gergekte spinler diizlemde n kadar yonelim gosterebilirler. 1952 de Ising modelin
daha genel bir ifadesi olarak ortaya konulan Potts modeli inceleyelim. Orjinalinde problem
Domb tarafindan Ising modelde oldugu gibi paralel ve anti paralel olarak etkilesen sistem
olarak varsayilmistir. Yaklasik genellestirme olarak diizlemde miimkiin n sayida esit aralikli
ac1 icin yonelim disiiniilebilir.

0,=2n~ , (n=1,2,..,q-1) (1.8)
q
En genel form ise en yakin komsu spinlerin komsu agilardaki etkilesimine bagli oldugudur.

Buna ait hamiltonien ise soyle yazilabilir.

H=-"1(6,) (1.9)
)

Denklemde J (0) ve 0, =0,—0, ise 27z periyotlu i ve j komsu spinleri arasindaki etkilesim
fonksiyonudur. Burada J (6’,]) fonksiyonu;
J(0)=-¢,cos0 (1.10)

diye secilebilir. Burada Potts n=2, 3, 4 alarak kare kafeste modelin kritik noktasini

belirleyebilmist hatta daha da ileri tasiyarak makalesinde tiim q lar i¢in kritik nokta civarinda,
1(0,)=¢,8,, (n;.n;) (1.11)

diye ifade etmistir. Ancak ne olursa olsun konunun ising modelini temel aldigini ve aralarinda
acilarin degistigi komsu spinler arasindaki etkilesmeleri inceler. Ising model spinler
arasindaki iki farkli a¢1 i¢in inceleme yaparken, potts model aradaki bu kisitlamay1 ¢ok daha

serbest kilar. [13,8]



II. iISTATISTIK MEKANIKTE TEMEL KAVRAMLAR

I1.1. FAZ UZAYI

Bir sistemi olusturan pargaciklarin her birinin konum, momentum veya kuantum

sayilar1 verilerek belirlenen, her farkli durumuna mikro durum denir. Klasik mekanikte bir

parcacigin H (q,p) hamiltonieni verilmisse, hamilton denklemleri kullanilarak konum q(t)

ve momentum p(t) ¢Oziimlerine ulasabiliriz. Eksenleri ¢ konum ve p momentum olan iki

boyutlu uzaya faz uzay: denir.

(f,q)( -T ==

p

Sekil 2.1 Faz uzay1



Sekil 2.1 de bir pargacigi verilen bir t aninda mikro durumu faz uzayinda p (t) ve

q(t) degerlerine denk gelen bir noktadir. Zaman degistikce pargacik farkli bir mikro duruma

denk geleceginden parcacik faz uzayinda hareket edecektir. Bu durum tek boyutta harmonik

salinici i¢in incelenebilir.

2 2 .2
H(q,p) =B=2—+———

o 5 (2.1)

Harmonik salinic1 faz uzayinda eliptik yoriinge ¢izerken E degerine bagh olarak eksen

uzunluklar1 degisir.

—
S

Sekil 2.2 Tek boyutta harmonik osilatériin faz uzayindaki yoriingesi

Klasik sistemlerde mikro durumlarin sayisina bakildigindaysa, ciddi bir sorunla
karsilasiriz. Pargacigin konum ve momentumu siirekli degerler alabildiginden faz uzayinda

hareketin bulundugu bolgedeki mikro durumlarin sayis1 sonsuz olur.

E, SH(p,q)SE2 (2.2)

Ornegin pargacigin enerjisi E, ile E, arasinda degisirken iki elips arasinda sonsuz

sayida nokta vardir. Mikro durum sayis1 sonsuz oldugundaysa istatistiksel inceleme yapmak
olanak disidir. Bu durumdan siyrilmak i¢in kuantum mekanikteki belirsizlik ilkesi kullanilir.

Belirsizlik ilkesine gore, konum ve momentumdaki belirsizliklerin ¢carpimi en az Planck sabiti



kadar olmalidir. (Ap.Ag > h) Bu durumda faz uzayinda diferansiyel yiizey elemant dp.dq ,

Planck sabitinden kii¢iikse Ol¢lilemeyecek ve fiziksel bir anlam1 olmayacaktir. Buna gore, bir

mikro durumun kapsadigi alan h olup, dp.dg yiizey elemani igindeki mikro durum sayisi,

dQ :% (2.3)

dir. Boylelikle parcacigin enerjisi [EI,EZ] araliginda degisiyorsa, toplam mikro durum sayist,

- dpdq 2.4)
E<H(pq)<E, | ’

dir. Boylelikle toplam mikro durum sayis1 sonlu degerler alabilecektir. [2,4,5,7,8,10]

I1.1.1 N PARCACIK iCIN FAZ UZAYI

Faz uzay1 kavraminda verilen mikro durum sayisi (2.4) denklemini, ii¢ boyutlu uzay ve N
parcacik icin kullanabiliriz. Her bir parcacigin ti¢ adet konum, ii¢ adet momentum olmak

uzere alt1 koordinat1 vardir.

(P> P2 P3.91,95.95) (2.5)

Boylelikle N parcaciga ait 6N adet kanonik koordinat vardir.

D15 Pas P3s91592593 - Pasn-as Pan-1> Psn s Dan-2>Dsn-1>Dsn (2.6)
1. N.
Tiim bunlar1 hamiltoniende yerine koyarak,
W, 2
H(q,p,t): EJrV(ql,qz,...,qm,t) 2.7)
i=1

yazabiliriz. Par¢cacigin faz uzayimdaki hareketini daha net anlayabilmek i¢inse Hamilton

denklemleri kullanilmalidir.

. OH
"

e (i=1,2,.3N 2.8
e[ ) (2.8)
V4 aqi

Sonug olarak N boyutlu uzayda, [E1 , Ez] enerji araliginda mikro durumlarin toplam

sayisini veren baginti soyle yazilabilir. [2,4,5,7,8,10]



dpldql..dpwd%zv (29)

IEISH(p,q)SEZ Wy

I1.1.2 iSTATISTIiK KUMELER

Bir sistemdeki mikroskobik parametreler nasil hesaplanir? Ilke olarak, sistemin mikro
durumlarmin zaman icinde nasil gelistigini bilmek gerekir. Ornegin basinci hesaplamak
gerekiyorsa, molekiillerin sistemin duvarlariyla ¢arpismasi esnasinda birim ylizeye etkiyen

ortalama kuvveti bilmeliyiz. Bunu da zaman ortalamasi lizerinden yapmak gerekir.

(F) o = [ FLp () (e) @10

(2.10) denkleminde, islem zaman ortalamasi lizerinden alintyor ve 7 zamani yeterince
uzun bir zaman dilimidir. Pratikteyse aksi bir durum s6z konusudur. Molekiil sayisinin
coklugundan dolay1, mikro durumlarin zaman i¢indeki degisimlerini aninda hesaplamak
miimkiin degildir. Bunun yerine W. Gibbs tarafindan kullanilan istatistik kiimeler kavramina

dayal1 bir yol izlenir.

Bir sistemde ayni mikro durumlari saglayan fakat farkli mikro durumda ¢ok sayida
kopyasi ¢ikarilmis olsun ya da sistemin degisik zaman dilimlerinde fotograflarini ¢cekerek yan
yana koymus olalim. Bu sistemler topluluguna istatistik kiime adi verilir. Kiime elemanlarinin
her biri, faz uzayinda farkli bir noktaya denk gelirken zaman ilerledik¢e birbirinden bagimsiz
farkl1 yoriingelerde dolasacaklardir. Ornegin hacmi V, i¢ enerjisi E ve molekiil sayisinin ayni

oldugu sistemler topluluguna mikrokanonik kiime denir. Ayni1 durum i¢ enerjisinin sabit

oldugu sistemlerdede gecerlidir. Diger taraftan hacmi V, sicaklig1 ve molekiil sayist ayni olan

topluluguna kanonik kiime denir. Bir 1s1 banyosu i¢indeki sistemler bu kiimede incelenir.

Faz uzaymda ( p,q) noktasi civarinda, mikro durum yogunlugu p( p,q.?)

alindiginda, dp.dq yiizey eleman igine diisen mikro durum sayist p( p,q.t)dpdyq

dir. (2.10) denklemine doniilecek olursa F kuvvetinin kiime i¢inde t=0 aninda mikro durumlar

iizerinden ortalamasi sdyle alinir.

(F) = .[F(p’q)/’(p,q)dpdq
e IP(P,Q)dpdq

2.11)



Burada p ve q; 3N sayida koordinati barindirir. [2,4,5,7,8,10]

11.1.3 ERGODIK iLKE VE LiOUVILLE TEOREMIi

Ergodik ilke; dengedeki bir sistemde fiziksel bir A biiyiikliigiiniin zaman ortalamasi,

ayni sistemi temsil eden kiime ortalamalari {izerinden alinan ortalamasina esittir. Bu ilkenin

temel dayanagi p( J22 q,t) yogunluk fonksiyonunun zaman iginde degisimini belirleyen

Liouville teoremidir. En genel durumda yogunluk fonksiyonu p( .9, t) seklinde zamana agik
bagimlidir. Ayrica faz koordinatlar1 da zamana bagimli olabilir. Bu fonksiyonun zamana gore
tiirevini alalim.

d_p:a_pa_p+a_p%+a_p:a_p '+a_pq'+a—p (212)

dt opot oOqot ot Op oq ot

Bu denklemin fiziksel anlami, 0p /0t terimi faz uzayinda sabit bir yerdeki ylizey
elemant i¢cinde yogunlugun zaman i¢indeki degisimini ifade eder. dp/0¢ ise, faz uzayinda

yoriingeyle birlikte hareket eden bir yiizey elemani i¢inde yogunlugun hem konumla ve hem

de zamanla degisimini ifade eder. Kismi tiirevleri farkli bir bigimde yazmak iizere; pp ve

g carpimlarinin sirasityla p ve g ya gore kismi tiirevlerini aldigimizdaysa,

o)=L 2.13)

%(pq){—ﬁqwg—i (2.14)
elde edilir. Ise yarar bicimde tekrar diizenlendiginde,

L= or) T 2.15)

Z—Zé=diq(pé)—pg—z (2.16)

denklemlerine ulasilabilir. (2.12) de (2.15) ve (2.16) kullanilarak tekrar yazildigindaysa,

dp d , .\ d 6 . oqg oOp)| Op
ap_ 4 D (pg)-p| P, 5P 2.17
iy PP g (P p[8q+8pj+ o 17)

elde edilir ki burada parantez i¢i terimler hamilton denklemleri gbz 6niinde

bulunduruldugunda sifirdir. Boylelikle (2.17) denklemi asagidaki formda yazilabilir.



dp d, .\ d, ., Op
2 - - 2.18
- dp(pp)+dq(pq)+ o (2.18)

(2.18) denkleminde p ve ¢ hiz bilesenleri ve tlirevleriyse diverjans gibi diisiiniildiigiinde,

dp =, .\ Op
—=V — 2.19
t (pg)+ - (2.19)

akiskanlar mekaniginde siklikla karsilasilan siireklilik denklemi elde edilmis olur. (2.19) a

gore; madde miktar1 degismeyen bir akiskanda herhangi bir hacim elemanindaki yogunluk

zamana gore degisiyorsa (Op/ ot terimi), bu hacim elemanindan disariya (V ( p(j) terimi), bir

madde akis1 vardir.

Faz uzayindaki durum bundan farksizdir. Kiimedeki mikro durumlarin yani faz
uzayindaki noktalarin sayisi sabittir, sadece yerel yogunluk degisebilir. Demek ki, faz

uzayinda siireklilik denklemi, Liouville teoreminin bahsettigi iizere,

ap
+ -0 2.20
o (2.20)

dir ve bu ifade Liouville teoremi olarak bilinir. Anlamiysa; makroskobik sistemimiz dengede

degilse, yogunluk fonksiyonu p( D, q,t) diye zamana ag¢ik bagimlidir. Denge durumuna

ulasildigindaysa, faz uzaymin herhangi bir noktasinda faz uzaymin herhangi bir bélgesinde
faz uzayinin herhangi bir bolgesinde mikro durum yogunlugu sabit kalir. Daha dogrusu
gergek sistem t zamaniyla degistiginde faz uzayinda bagka bir (p, q) nokta civarina yer
degistirmis olsak da Liouville teoremine gore, bu noktada da durum yogunlugunun ayni
oldugunu ifade eder. Bu durumda, belli bir alandaki yogunluk dagilimini kullanarak ortalama
almak miimkiindiir. Iste bu yiizden, zaman ortalamas1 yerine kiime ortalamasi alabiliriz.
Kiime ortalamasi alabilmek i¢in sistemin, faz uzayindaki her noktaya ugramasi gerekmez.
Tekrar ergotik ilkeye geri donersek bas bir ifadeyle; Dengedeki bir sistemin zaman i¢indeki

gelisimi, yoriingesi faz uzayindaki her noktanin yeterince yakinindan gececek sekilde

gergeklesir.
Istatistik mekanikte yogunluk fonksiyonu olarak mikrokanonik kiime igin,

p(p.q) = sabit (2.21)

yazilabiliyorken Kanonik kiime i¢inse,



£
p(p.q)le™ (2.22)

oldugunu soyler. [2,4,5,7,8,10]

1.2 MIKROKANONIK KUME

Istatistik mekanik, temel varsayimlar ve tanimlar iizerine kurulmustur. Temel
varsayim mikrokanonik kiime cercevesinde ifade edilir. Incelenen sistemin makro durumu; E
i¢ enerjisi, V hacmi ve N toplam parcacik sayisi verilerek belirtilmigse bu sistemin mikro
durumlari bir mikrokanonik kiime olusturur. I¢ enerji ve parcacik sayisi burada sabit
tutuldugu i¢in, sistem 1s1l olarak dengede, ¢evresiyle enerji veya parcacik aligverisi yapamaz.
Bu anlamda, yalitilmis ve termodinamik dengede bulunan bir sistemin tiim mikro
durumlarinda bulunma olasiliklar1 aynidir. Faz uzay: cinsinden ifade edilecek olursa,
mikrokanonik kiimede bir sistemin mikro durum yogunlugu faz uzayinin her bolgesinde ayni
sabit degerdedir. (2.21) denklemine gore, mikrokanonik kiimedeki toplam durum yogunlugu

sabit olmas1 gerektiginden, mikrokanik bir kiimede toplam mikro durum sayist,

dp,dq,..dp;,d
Q:J' P49, h3[133N e p(P,Q) (2.23)

seklinde hesaplanabilir.

Istatistik mekanik toplam mikro durum sayistyla baglantili yeni bir entropi tanimi
ortaya koyar.
S=k,InQ (2.24)

Orant1 katsayisi1, Boltzman sabiti, ideal gaz sabiti ve avogadro sayisi cinsinden bir orandir.

ky :i:1,381.10_23J/K
N

A

Dikkat edilmesi onerilen iki 6nemli nokta vardir.

1. Bu entropi yaygin tiirden bir degiskendir. Anlamiysa; A ve B gibi iki sistem i¢in

toplam mikro durum sayis1 Q ,, =Q €, iken entropi S,, =S, +S, oldugudur.



2. Bu entropi, termodinamigin ikinci yasasiyla uyumludur. Bunun anlamiysa, (E] , VI,NI)
ve (E,,V,,N 2) parametreleriyle belirlenmis iki mikrokanonik kiimenin toplamiyla
elde edilmis kiimenin mikrodurum sayis1, Q(E,V,N)>Q, (E,,V,,N,)Q,(E,,V,,N,)

iken sistemin entropisi, S > S, + 5, dir.

Entropinin biliniyor olmasi sicaklik ve basing gibi degerlerinde hesaplanmasina olanak

saglar. Termodinamigin birinci kanununa gore, dE =T7dS — PdV den entropi ¢ekildiginde;

ds zldE+£dV (2.25)
T T
olup kismi tiirevler alindiginda,
1_ (5_SJ ve P (8_SJ (2.26)
T \oE), T \oVv),

denklemlerine ulagsilir.

Mikrokanonik kiime uygulamalarinda yol gosterici olmasi bakimindan dort 6nemli nokta

vardir.

1. Incelenen sistemin mikrodurumlar ister klasik, ister kuantum yoluyla belirtilmis olsun
her mikro durumun esit olasilikta oldugunu klasik istatistik mekanik sdyler. Kuantum
istatistik mekanikteyse, her mikro durumda bulunma olasilig1 fermion ve bozon tiirii
parcaciklara gore farklilik gosterir.

2. Temel varsayim yalitilmis yani mikrokanonik kiime ¢ergevesinde yapilir. Cevresinden
1s1 alan veya madde aligverisi fiziksel sistemler kanonik sistemler olup ek varsayim
yapmak gerekmez.

3. Temel varsayim termodinamik dengede olan sistemler i¢in yapilmistir. Dengede
olmayan sistemler i¢inse termodinamigin ikinci yasasi kullanilarak dengeye ulagsma
kriterleri aranir.

4. Mikrokanonik kiimede ¢aligmak sistemin enerji aligverisine izin vermediginden
zordur. Bununla birlikte matematiksel zorluklar1 beraberinde getirir. Yinede, teorik

acidan 6nemli bir temel noktadir. [2,4,5,7,8,10]



11.2.1 MiIKROKANONIK KUMEDE iDEAL TEK ATOMLU GAZ

V hacimli bir kapta N molekiilden olusan ideal gaz i¢in inceleme yapiyoruz.
Molekiiller arasi etkilesmeyi ihmal ettigimizden her bir parcacik serbest pargacik gibi
davranir.

E=YL5 (2.27)

(2.27) de her bir pargacik iic momentum bileseninden olustugundan (2.27) denklemi 3N

terimden olusur. Buradaki toplam mikro durum sayisi,

Q=].

J’ dpl"dp3NdQI"dQ3N (228)

. 3N
E:Zipi2/2m h

diye yazilmalidir. N sayida molekiiliin kendi aralarinda etkilesimini tiim permiitasyon sayisina

bolerek molekiillerin ayird edilmez oldugunu hesaba dahil etmis oluruz.

1
Q=i J f dp,..dpsddq,..dq; (2.29)
N E=)" p’/2m

(2.29)da, V = quldqqu3 diye N parcacik i¢in esit hacimler diisliniildiigiinde integral

bir nebze hafifler.

VN
: E=zipi2/2m

Islemin nasil alindigindan ¢ok elde edilecekler 6nemlidir. Bu yiizden burada sadece sonucla

yetinebiliriz.

~ K N(27Z’mE)3N/2
Q_(lf) (3N/2)! @31)

Bu noktada § =k, InQ entropi ifadesi kullanilarak,



3/2
S(E.V.N)=Nk,| >+1n]—~ (4’"”Ej (2.32)
2 KN\ 3N

tek atomlu ideal gazlar i¢in temel denklem olan Sackur—Tetrode denklemine ulagilmis olur.

(2.26) denklemleri ve Nk, =nR esitligi kullanildiginda ideal gaz denklemi elde edilmis olur.

(PV =nRT)[2,4,5,7,8,10]

1.2.2 MiKROKANONIK KUMEDE KATILARIN OZGUL ISISI ve EINSTEIN
KRISTALI

Tiim katilarm sabit hacimde 6zgiil 1s1lar1 bazi ortak dzellikler gosterir. Ozgiil 1s1 ¢, ;

1. (T biiyiik) Yiiksek sicaklikta, 3Nk, = sabit,

2. (T kiigiik) Diisiik sicaklikta, ¢, [} aT +bT"

sartlarini barindirir. Diisiik sicakliklarda a7 terimi serbest elektron katkisini, o7 terimi ise
orgii katkisini ifade eder. Kat1 bir kristali, kiibik bir kristalin koselerine yerlestirilmis N tane
atom olarak ele almis olalim. Atomlarin her biri ii¢ eksen boyunca titresim yaparken ti¢

serbestlik derecesi vardir. Varsayilan bu kristali Einstein kristal modelinde incelemek tizere

iki varsayim yapmak gerekir.

1. Atomlar aras1 etkilesme yok, yani toplam enerji salinicilarin enerjisidir.
2. Tiim atomlarin eksenler boyunca harmonik hareket titresim frekanslar1 aynidir.

W, =W, =W, =.=w, =W (2.33)

Kuantum mekaniginde tek boyutlu harmonik saliniciya ait enerji diizeylert,
E= (n +%) hw (n=0, 1,.. Kuantum sayis1) (2.34)

dir. Kristale ait toplam enerjiyi yazmak i¢in bu enerjiyi 3N kere yazmak gerekir.

3N
E:(nl+%jhw+..+(nw+%jhw:2(ni+%jhw (2.35)

i=1



Tekrar diizenlendigindeyse,

E=(”1+”2+--+”3N)hw+3TNhW=MhW+3TNhW (2.36)

M

yazilabilir ki burada M toplam kuantum sayisidir.

Bir bagka agidan, M kuantum say1s1 ve N parcacik sayisi sistemin mikrodurumunu
ifade eden (M,N) parametreleridir. M degeri farkli salinicilara ne kadar farkli bigimde

dagilmigsa o kadar sayida mikro durum olacaktir.

Verilen M ve N sayilari i¢in, M tane enerji kuantumunu 3N serbestlik derecesi

arasinda kag farkli sekilde dagitabiliriz?

1 2 3 3N

o |oo o| o|oB o | oo

®@ Oe@o0O® ®@ O @ O 0000 ®@ O @000

Sekil 2.3 Siyah toplar durumlari ayiran duvarlari, beyaz toplar enerji kuantumlari.

Bu sorunun ¢evabini daha anlagilir kilmak i¢in Sekil-2.3 incelenebilir. Boylelikle,

toplam mikro durum sayis,

(M +3N-1)!
= (2.37)
MI(3N -1)!
bulunabilir. (2.24) denklemi kullanildigindaysa entropiye ulasilabilir.
S=k,M 1+3—N In 1+£ -MIn M (2.38)
M 3N 3N
(2.36) denklemi (2.38) denklemi i¢inde kullanilabilir. Ancak (2.26) denklemindeki
1 = (G_Sj ifadesi zincir kuralyla igleme alinirsa; &) = 95 oM dir. (2.36) denkleminden
T \oE), OE oM OF
oM 1

oS
—— =— olup, (2.38) den —— hesaplanarak birlestirildiginde;
2E Ol (2.38) ;i p $ g



l - Li k,M (1 + ﬂj In (l + K) —Mn (ﬁj elde edilir ki diizenlenerek,
T #woM M 3N 3N

—=—"1In
T hw

1_X (M hl 3N] bulunabilir ki buradan kuantum say1s1 parcacik sayisina bagli olarak

bulunabilir.

3N

M=———- 2.39
ehw/kB -1 ( )
.36), (2.39) a gore tekrar diizenlendigindeyse enerji yalnizca pargacik sayisina bagimli
2.36), (2.39) a gore tekrar diizenlendigindey ji yal p k say bagiml
olarak hesaplanabilir.
E=3n|Mw v (2.40)
2 el

Tiim bu incelemeleri sabit hacimde 6zgiil 1s1ya ulagabilmek i¢in yaptik. Son olarak

(a—Ej ile (2.40) isleme alindiginda,
oT ),

C

v

C3N(hw) M
v k,T? (ehw/kg_l)z

¢ (2.41)

elde edilir ki, burada, 8, = w kisaltmasi yaparak 6, Einstein sicakligi diye
B

tanimladigimizda sonug olarak Einstein modelinde bir katinin 6zgiil 1s1s1 su ifadeye esittir.

2 0, /T
¢, =3Nk, (Q—EJ L - (2.42)
T (eHE/T _1)
C, 1]‘
3NK |
0 ' I : .
2

=
==
gl5 |
|-



Sekil 2.4 (2.42) denklemine gore katilarin 6zgiil 1s1s1.

Son olarak (2.42) denkleminin yiiksek ve diisiik sicaklik limitlerine bakmaliy1z.

1. Yiiksek sicaklikta; Tl 6, olup bu durumda Q—;D 1 olur. x :6—; alinarak e* =1+ x

91:‘
hatirlanacak olursa, e” =1+ % dir. Boylelikle yiiksek sicaklikta limit,

¢, = 3Nk, (2.43)

olup, gergek katilarin ytliksek sicaklik limiti boyledir. (2.43) Dulong-Petit yasasi adiyla bilinir.

1I. Diisiik sicaklikta; T[] 6, olup bu durumda, x = 0—; [J 1 dir. Bu sart (2.42) denkleminde

0T

iissel fonksiyonu ¢ok biiyiik olup, paydada 1 ihmal edilebilir. e%'" —1~ %" diye

hesaplandiginda,
9 2
¢, = 3Nk, (TEJ e %'m (2.44)

bulunur. Ancak (2.44) deneyle bagdasmaz. Gergek katilarn dzgiil 1silar1 ¢, [ aT +bT°

seklinde sifira gitmelidir. Yiiksek sicaklik limiti Einstein kristal modelindeki aksaklig ifade
eder. Bunun nedeni, Einstein kristal modeli atomlar arasi etkilesmeyi ve serbest elektronlari

thmal eder. [2,4,5,7,8,10]

11.2.3 MIKROKANONIK KUMEDE PARAMANYETIZMA



Ferromanyetik; demir, nikel, kobalt gibi elementlerin disinda kalan diger tiim
elementlerin kalict miknatisligi olmamasina karsin dis manyetik alanda miknatislanirlar. dis
manyetik alaninda bdyle bir maddede olusacak M magnetizasyonu uygulanan alanla

orantilidir. Orant1 katsayis1 y manyetik duygunluk adin alir.
M=yH (2.45)

Paramanyetizma sicaklik ile manyetik 6zelligi su sekilde ozetler.

1. Yiiksek sicaklikta, minatislanma 6zelligi kalmaz. (T o =M —0)
2. Diisiik sicakliklarda miknatislanma sabit kalir.
3. Diger sicakliklarda miknatislanma sicaklikla ters orantilidir. (M [11/7")

Paramanyetizma atomdaki elektron spininden kaynaklanir. Uygulanan dis manyetik

alanada spinler ya ayn1 yonlii veya zit yonlii olarak dengede kalir.

Her elektron manyetik momenti z olan bir manyetik dipole sahiptir. Buna karsilik bir

i manyetik dipoliin dis A manyetik alamindaki enerjisi,
e=—iH (2.46)

olup, spin ve manyetik alanin ayn1 yada zit yonelimiyle farkli farkli hesaplanir.

1. Spin ve manyetik alan ayni yonliiyse enerji, &£ = —uH

2. Spin ve manyetik alan zit yonliiyse enerji, & = #H dir.

Her bir spini 1/2 alip, N sayida manyetik dipol manyetik alanda bulunurken;

e n tanesi alanla ayni1 yone (+ yonde),

e Kalan N-n tanesi alana zit yonde,

yonelmis olsun. Bu durumda N tane dipoliin enerjisi (2.46) kullanilarak,

E =n(-uH)+(N—n)uH yazilip diizenlendiginde;

E=(N-2n)uH (2.47)



bulunur.

Magnetizasyon, birim hacimdeki net manyetik dipol moment diye tanimlandigindan,

+(N—-n)(-
sistemin manyetik dipol momenti, M = np ” n)( ,u)

olup iglem yapildiginda;

M =(2n —N)g (2.48)

bulunabilir. Son denklemle (E,V,N) degerleri sabitken, bilinen bu degerlerle M

magnetizasyonunu belirlemek miimkiindiir.

Bunlarin yaninda problemde, toplam mikro durum sayisini1 bulmak iizere, spinlerin kag
farkli konfiglirasyonu oldugunu bulmaliyiz. Bir dogru boyunca N adet dipoliin, pozitif veya
negatif yonde miimkiin siralanig sayis1 N! dir. Pozitif yonde ve negatif yondeki dipollerin
kendi aralarindaki permiitasyonlari yeni bir mikro durum olmayacagindan N!, sayis1t n!(N-n)!

e boltinmelidir. Boylelikle toplam mikro durum sayisi, agagidaki gibi hesaplanir.

!
Q= _ N (2.49)
n !(N - n)!
Mikro durum sayisi belirlendiginden entropiyt S =k, InQ ifadesini kullanilarak
hesaplanabiliriz. Diizenlerken, Stirling InN!=NInN-N formiiliinii kullanabiliriz.
S=ky[NInN-N=-(nlnn-n)~(N-n)ln(N-n)+(N-n)] (2.50)
(2.26) dan ise sicakliga ulasabiliriz. Bu amagla, L = (G_Sj = (8—SJ on
T \oE), \on),0E

yazdigimizda bunun ¢6zlimii i¢in n ile E arasindaki iligskiye ihtiya¢c duymak tizere, (2.47)

kullanilabilir. £ = (N - 2n) uH =n= N__E islem yapildigindaysa, an = ulagilir
2 2uH OE 2uH
ki buradan, sicakliga ulasmak tizere (2.50) yi kullanabiliriz. Boylelikle,
Lk [ _n (2.51)
T 2uH \N-n

yazilabilirken, bir bagka sekilde,



uH lkgT
-__°¢ (2.52)

n
N oIk | = pH ThyT

yazmamiz miimkiindiir. (2.48) denklemi i¢inde (2.52) kullanildigindaysa,

HH kT —pH kgl

M:,uNe e

Vo etk g uH TkT

elde edilir ki diizenlendiginde,

M :ﬂtanh ﬂ
|4 k. T

B

magnetizasyonun sicaklik ve dis manyetik alanla olan degisiminin ifadesine ulagsmis oluruz.

Tekrar basa donerek bu ifadenin gercegiyle uyumunu kontrol etmek miimkiindiir.

. . H . X -x
Basitlestirmek amaciyla, x = #r diye varsayar, M = ﬂ c-e

T V e +e*

alabiliriz.

L Diuistik sicaklikta; T — 0 ve x — o olacagindan negatif iissel fonksiyon ihmal edilerek;

M 9% alinabilir.

1. Yiiksek sicaklikta; T — o ve x — 0 olup, €[] 1+x yaklasimiyla

M:,uNﬁzyzNH

— 0 diye gercegiyle uyumlu dogru bir davranis bulunmus olur.

Vo2 Vk,T
[2745577587]‘0]
I1.3 KANONIK KUME

I1.3.1 BOLUSUM FONKSIYONU
Mikrokanonik kiimede ¢alismanin iki 6nemli zorlugu vardir.

1. Sistemin i¢ enerjisi E, sabit olmali,
2. Mikro durum sayisini (E,V,N) ye bagh olarak hesaplamak her zaman kolay

olmayabilir.



Deneysel agidan ¢evresiyle 1s1 aligverisi yapabilen bir sistemle ¢calismak daha kolaydir.
Enerji bu durumda degisken olacagindan, mikrokanonik kiimeye dahil edilemez ve istatistik
mekanigin temel ilkelerini uygulanamaz. Bu amagla 1s1 banyosu iginde yeni bir sistem

tasarlanir.

Ez V2 E1 V

1
N, N,

Sekil 2.5 Is1 banyosu igindeki sistem.

Sekil 2.5 te incelemek istedigimiz 1. sistem, dis ortamdan yalitilmig 2. ortam — 1s1
banyosu i¢indedir. Toplam sistem dis ortamdan tiimiiyle yalitilmig ve sistemin 1s1 banyosuyla
enerji aligverisi miimkiindiir. Her iki sisteme ait enerji, hacim, tanecik sayilar1 sistemlere ait

parametreleri olusturur. Bu parametreler arasinda;

E1+E2:E:S£1bit (254)
V,+V,=V=sabit (2.55)
N1+N2:N:S@_bit (256)

yazilabildigi gibi, toplam sistemi (1+2) mikrokanonik sistemde incelemek miimkiindiir.

Denge durumunda toplam sistemin mikro durum sayist her iki alt sistemin mikro
durum sayilar1 carpimina esittir. Bahsettigimiz dengeye ulagincaya dek mikro durum sayisini

1. ve 2. sistem arasindaki enerji aligverisi miimkiin kildigindan mikro durum sayilarini

yalnizca enerjiye bagli olarak yazabiliriz. Q(E,V,N)=Q(E)
O(E) =0, (E)Q,(E-E,) 2.57)
Aymni sekilde toplam sistemin entropiside mikrokanonik kiimede yazilabilir.
S=8+85,=k, an(E) =k,InQ,(E)+k,nQ,(E-E,) (2.58)

E; enerjisi degisken, E toplam sistemin enerjisi dengede olacagindan entropi maksimum

olmalidir.



oS
(G_El =0 (2.59)

Diizenlendiginde,
oS _ oS, N oS, | OE, _0 (2.60)
OE, ), \OE, ), \OE,), OF,
- - OE, 0
yazilabilirken, E;=E-E; oldugundan —= = —(E - El) =—1 dir. Bu nedenle,
OE, OF,
95, | _[ 95, =0 (2.61)
OE, ), \OE,),
) ) N 1 oS 1 1
dir. (2.26) denklemine donecek olursak, —=| — | den ———=0 ve,
r\e), T T,
L=T, (2.62)

dir. Enerji aligverisi yapabilen bu tip sistemlerde i¢ enerji siirekli degisebilirken sisteme ait
sicaklik ¢evre yani 1s1 banyosuyla ayni kalir. Bu bizi durum degiskenlerinde E i¢ enerji yerine

T sicakliga gotiiriir. Ciinkii sistemin 1s1 banyosuyla enerji aligverisi olsa dahi sicakligi sabit

kalir.
(E,V,N)—)(T,V,N) (2.63)

Sistemin i¢ enerjisi degistikce bulunabilecegi mikro durumlari i indisiyle gosterirken
her bir durumda enerjiyi E; alalim. Her bir durumda 1s1 banyosunun enerjisi; £—E, olup ve
mikro durumlarinin sayis1 Q, (E —E,) dir. Buna gore sistemin i. mikro durumda bulunma
olasilig, 1s1 banyosunun E —E; enerjili mikro durumlar: sayisinin diger alinabilecek tiim

mikro durum sayilarina oranidir.

Qz(E_Ei)



Sistem 1s1 banyosunun yaninda ¢ok kiigiik segildiginden, E[1 E, dir. Q,(E-E))

mikro durum sayisinin logaritmasinin Taylor a¢ilimu,

InQ,(E-E)~InQ,(E)+ GlgEQz (—E,) bigiminde yazilabilir. S =k,InQ yi kullanilarak;
olnQ, _ L(a_sj __L (2.65)
0E  k,\0E), kT

yazmak miimkiindiir. Bir adim gerideki islem hatirlandiginda,

InQ, (E - E.) ~InQ, (E ) - If_IT yazilabilirken, logaritma fonksiyonundan ters logaritma

B

fonksiyonuna gegilerek,

Q,(E-E)~Q,(E)e " (2.66)
bulunur ki (2.64) de yazilarak,
_B
e kil
D= E (2.67)
kT
e

(2.67) nin paydasindaki toplam kanonik toplulugun en temel biiytikliigi, boliisiim
fonksiyonuna ulasilmis olur. Diger taraftan istatistik mekanikte siklikla kullanilan 1/enerji
boyutundaki S parametresi,

1
B 7 (2.68)

diye tarif edildiginde, boligiim fonksiyonunu asagidaki yazilabilir..
Z(T,V,N)=)Y e’ (2.69)

Kanonik toplulukta boliisiim fonksiyonu bilindikten sonra diger tiim termodinamik
biiyiikliikler hesaplanabilir. Boylelikle E; enerjili mikro durumlarin olasiligi boliistim

fonksiyonu cinsinden yazilabilir.



-PE

e
e ST (2.70)
e
Klasik varsayimlara dayanan bu teoriye Maxwell-Boltzmann istatistigi ad1 verilir.
[2,4,5,7,8,10]
I1.3.2 KANONIK KUMEDE iC ENERJI
I¢ enerji, tiim mikro durumlarin enerjileri ortalamasidir. Denklem olarak ifade
edildigindeyse, her E; degerini kendi olasiligiyla carparak toplam alinmalidir.
E=%ZiEieﬂE‘ (2.71)

Bu toplamda, Y Ee ™" = —Zi%[e_ﬂﬂ = —% Zi[e_ﬂﬂ = —Z—Z oldugundan;

E=—Snz (2.72)

op

kanonik kiimede i¢ enerji ifadesine ulasilabilir. [2,4,5,7,8,10]

11.3.3 LAGRANGE CARPANLARI YONTEMI

Burada boliisiim fonksiyonunu degisik bir yoldan tekrar elde ederek; fiziksel 6nemi

olan entropi, serbest enerji gibi biiyiikliiklere nasil gecilecegi verilecektir.

Is1 banyosuyla enerji aligverisi yapan sistemimizin enerjisi, degisken oldugundan
mikrokanonik kiimedekinden farkli bir yol izlenmelidir. Is1 banyosu i¢inde sistemimizle 6zdes
M sayida kopya ile doldurulsun. Bu kopyalarin birbirleri ve 1s1 banyosuyla enerji aligverisine
izin verilirken toplam sistem yalitilsin. Boylece toplam sistem mikrokanoniktir. Kopya sayist
cok biiyiik oldugundaysa sistemlerin bazilar1 ayni mikro durumda olabilir. 1. mikro
durumdakilerin sayisi nj, 2. mikro durumdakilerin sayisi ny, ..., i. mikro durumdakilerin

sayis1 n; alindiginda;



M=>n (2.73)

yazilabilir. Bu durumlarin kag farkli bigimde olustuguysa, toplam mikro durum sayisin verir.

|
=M (2.74)

!
nlnyl...

Buradan mikrokanonik sistem olusturan toplam sistemin entropisi, S,,, = k, InQ ifadesinde
Stirling formiilii de kullamlarak, S, = &, {M InM-M=> (nlnn—n )} yazilabilir. Son

ifade (2.73) le diizenlendigindeyse,

S, = kBM[Z(%j h{%ﬂ (2.75)

sonucuna ulasilir. Ancak gercek bir sistemde M — oo oldugundan, % orani i. mikro

durumda bulunma olasiligin1 verir.

= 3330% (2.76)

S
Yine ayn1 mantikla, sistemin entropisi ﬁ yazilabilir. Boylelikle (2.75) ve (2.76) birlikte,

S(E,V,T)=-k,> pInp, (2.77)

dir. Buraya dek kanonik kiimede p, olasiliklarini bilemedigimizden, dengedeki sistemin

entropisinin maksimum olma geregini kullanabilir ve (2.77) nin denge durumu igin

maksimum olmas: gerektigini diistinebiliriz. p, olasiliklar: birbirinden bagimsiz olsaydi, bu
durumda p, degiskenlerine gore kismi tiirevler alir sifira esitler p, olasiliklarina ulasabilirdik.

Burada elimiz baglanmisken yardime1 olabilecek iki kisitlama vardir.

1. Olasiliklar toplami birdir. (Zi p, =lolasiliklarin temel kosulu)



2. Toplam i¢ enerji belirlidir. (£ = Zi pE)

Kisitlamalardan 6tiirii Lagrange carpanlart yontemi kullanilir. Yontemde, kisitlama

bagintilar1 entropiyi maksimum yapacak bicimde parametreleriyle yer alir.

S= —kBZ:pi Inp, + azipi —i—,HZipiEi =maksimum (2.78)

a ve f parametreleri kisitlamalara uygun olmalidir. (2.78) in p, ye gore tiirevi alinarak

stfira esitlenebilir. 5 =0 islemi i=1 i¢in yazildigindaysa; —k,In p,—k, +a+ BE, =0 ve

p,
genel ifadesiyle de;
—k,Inp —k,+a+pE =0 (2.79)
dir. Boylelikle,
(a+pE)
e '
p = (2.80)
e
(a+pE)

kp
olasiligina ulasmis oluruz. Birinci kisitlamadan Zi p, =1 den zi ¢

=1 dir. Ayrica ikinci
e

o PE

kisitlama E = Zi p.E, kullanildigindaysa, tekrar p, =

(2.70) denklemine ulasilmis olur.

B parametresini bulmak tizere, (2.79) denklemini p, ile ¢arparak, 1 iizerinden toplam alalim.

~k, D pInp—k, Y p+a) p+pY pE=0 den,

R — e ——— — — —
N 1 1 E

S=k,—a—pBE (2.81)

(2.81) denklemine ulasilmis olur. (2.26), %z (2—;) denkleminden, £ = —% ye ulasilir ki
vV

—E/kyT

boylelikle, p, =

olasiligina tekrar ulasilabilir. [2.,4,5,7,8,10]



11.3.4 HELMHOLTZ SERBEST ENERJISI

(2.81), entropi ifadesi icinde « ve [ parametreleri kullanilarak,
S=ky;InZ +? (2.82)

elde edilir. Diizenlendigindeyse;
E-TS=-k,TInZ (2.83)

bulunur ki ifadede sol taraf helmholtz serbest enerjisine esit oldugundan, kanonik kiimede

serbest enerji asagidaki gibidir.
F=-k,ITInZ (2.84)

Anlagilacagi iizere, kanonik kiimede termodinamik baglant1 entropi degil, helmholtz serbest
enerjisiyle saglanir. Termodinamik parametrelere agsagidaki gibi ulagmak miimkiindiir.

[2’4)5’7)8’10]

S = —(a—FJ entropi (2.85)
oT ),
oF
=—| — | basin 2.86
p ( anT ¢ (2.86)
E=F+TS ig enerji (2.87)
2
c, = _(G_Ej =-T 0 }Z 0z 151 (2.88)
orT ), or- ),

II. 3.5 KANONiIK KUMENIN GENEL OZELLIKLERI



|. Klasik Mekanikte Boliistim Fonksiyonu

(2.69) boliisiim fonksiyonu ifadesi hem klasik, hem de kuantum mekanigi

cergevesinde yazilabilir. Klasik mekanikte enerjinin hamilton fonksiyonu A ( p,q) nun

hareket sabiti oldugunu faz uzayinda incelenmisti. Bu durumda H ( )22 q) = E dir ve klasik

boliisiim fonksiyonu,

3N 3N
:% [Lpda }?fvl 9 greira) (2.89)

olacaktir.

1. Boliisiim Fonksiyonunun Carpanlara Ayrilmasi

Boliisiim fonksiyonu iki durumda ¢arpanlarina ayrilabilir.

a. Bagimsiz Parcaciklar

Sistem N adet 6zdes, birbiriyle etkilesmeyen pargaciktan olusuyorsa enerji 6z degerleri,

E =g, +¢&,+...4+¢&, olur. Boliisiim fonksiyonuysa, ikinci bir toplam tizerinden hesaplanir.

Z=Ye =N S e 2N o N o (2.90)
i i1 iN

i1 iN

Parcaciklar 6zdes oldugundan her bir toplam ayn1 mikro durumlar1 olugturacaktir. Her bir alt

duruma ait boliistim fonksiyonu z, ise;

z =Y e (2.91)
diye hesaplanir. Parcaciklar (ayirt edilebilir) 6zdesse, sisteme ait boliisiim fonksiyonu,

Z=z" (2.92)

iken ayirt edilemeyen pargaciklar i¢inse,

7= (2.93)



dir.

b. Enerjinin Toplanabilirlik Ilkesi

Enerji farkli kaynaklardan meydana geldiginde her bir katki ayr1 ayr1 toplanabilir.
Ornegin CO, molekiiliinde enetji; &, dteleme, &, donme, &, titresim, &, elektronik enerji

katkilarindan olusur.
E=¢gytE,tE te&, (2.94)

Boylelikle boliistim fonksiyonu garpanlarina ayrilabilir.

z,= Ze—ﬂgi — Zeﬂ(‘%*%*gﬁge) — Ze—ﬁ% + Zi:e—ﬁgd + Ze—ﬁﬂ + Ze—ﬁge ve

25 Zq Zt Ze

Z, = Z4.24.2,.2, (2.95)

t*“e

enerjinin toplanabilir oldugu sistemlerde entropi denklemi elde edilebilir. [2,4,5,7,8,10]

11.3.6 TEDIRGEMELER

Kanonik bir sistemin E enerjisi degiskenlik gosterirken sicakligin sabit oldugundan
bahsetmistik. Enerjideki degiskenlik nispetinde sapmalar ne derece ciddi olabilir? Bunun
cevabini standart sapmadan aramaliy1z. E enerjisindeki standart sapma olasilik teorisine gore,

sOyle tanimlanir.

AE = <(E—<E>)2>: (E*)-(E) (2.96)

g,
s (2.70) kullanarak, <E> ve <E2>

2.€

Kanonik kiimede her mikro durumun olasilig1 p, =

ortalamalarini hesaplamak miimkiindiir.

(E)= % pl= X B :‘%2_; (2.97)



2
e B

(2.97) ve (2.98) 1 (2.96) y1 kullanarak bir araya getirelim.

22\ 2_l522_ _i@_zzzi olnZ
AE’ =(E*)-(E) =75 ( Z&ﬂJ 6ﬂ( 6ﬂj (2.99)

(2.99), E = —%an (2.72) denklemiyle daha sade yazilabilir.

ot _OE

5 (2.100)

Bagil hatayi tiim bunlar1 kullanarak, standart sapmanin ortalama degere orani

AE_1 /—a—E (2.101)
E E\ op

Ideal gazin ig enerjisi E = %NkBT veya E = ;—Z dir. Bu, (2.101) denkleminde

biciminde hesaplamak miimkiindiir.

kullanildiginda, AE 0 L bulunur.
E N

p(E)

(&)

Sekil 2.6 Kanonik kiimenin enerjisi ortalama degerinden ¢ok az sapma gosterir.




Bu sonug, parcacik sayisinin oldukga biiyiik olmasiyla bagil hatanin kii¢tilmesi
gerekir. Anlamu ise, kanonik kiimede enerji aligverisi serbest olsa bile, sistemin enerjisi
ortalama degerden ¢ok az sapacaktir. Yani N — oo limitinde kanonik kiime mikrokanonik

kiimeye esdegerdir. [2,4,5,7,8,10]

11.3.7 KANONIK KUMEDE EINSTEIN KRISTALI

Hatirlanacak olursa, mikrokanonik kiimede N atomdan olusan bir katida tiim atomlarin
ayni frekansla ii¢ ayr1 dogrultuda titresim yaptigini varsayarak Einstein kristal modelini
incelemistik. Atomlar birbirleriyle etkilesmedigi ve yerleri belli oldugundan, boliistim

fonksiyonu tek atomun béliisiim fonksiyonu cinsinden Z = z," yazilabilir. Ug ayr1 dogrultuda

titresim yapan harmonik salinicinin 6z degerleri iic kuantum sayisiyla belirlenir.

¥

Epmon = (”x +%)ha)+(ny +%Jha)+(nz +%jha) (nx, ny, n,~0, 1,...) (2.102)

(2.102) ye gore tek harmonik salinici i¢in boliistim fonksiyonu, {i¢ toplam igerir.

ho

S
n,

oy, n,

1
+y e (2.103)

Bu toplamlar 6zdes oldugundan her biri, geometrik seri toplamindan yararlanilarak

hesaplanilabilir.

*. -p n+l ho _phe

Ze ( ZJ =e 2 [1+e’ﬁh“’+e’2ﬂh‘”...]=—l p (2.104)

" | 1 2s/nh(ﬂwj

e 2
Bu durumda tiim katiya ait boliisiim fonksiyonu,
1 3N
Z= . (2.105)
2smh(ﬂhw/2)

dur. Buradan i¢ enerji ve 6zgiil 1s1 hesaplanabilir.



E=- a;;z - 3N[%W+#WJ (2.106)
e -
3N (h 2 hw/kg
. :[5_]5) _ 3 VZV) < (2.107)
or )y kT (i)

Son denklemler daha 6nce mikrokanonik kiimede Einstein kristali i¢in elde edilen, (2.40) ve
(2.41) denklemlerine 6zdestir. Bu sonuclarin 6z 1sida deneysel sonuglarla ortiismedigini

gormiistiik. [2.,4,5,7,8,10]

11.3.8 KANONIK KUMEDE DEBYE KRiSTAL MODELI

Katilarda Einstein modelinde al¢ak sicakliklarda deneyle uyusmaz sonug elde
etmemizin en 6nemli nedeni, tiim serbestlik derecelerinde titresimin ayni1 frekansta oldugunu
varsaymamizdir. Halbuki atomlar arasi etkilesmeleri goz 6niinde bulundurmak ve bu
etkilesmeler sonrasinda yeni titresim frekanslari-normal kipleri ortaya ¢ikarabilecegini

diistinmemiz gerekirdi.

Sekil 2.7 Ozdes yaylara baglanarak harmonik hareket yapan 6zdes cisimler.

Klasik mekanikte normal kiplerin nasil meydana geldigi basitce anlatilir. Sekil 2.7 de
verilen m kiitleli 6zdes cisimler, yay sabiti k olan 6zdes yaylara baglanmistir. Titresim

sirasinda kiitlelerin genlikleri sirastyla; x; ve x; olsun. Cisimlerin hareket denklemleri,

—kx, +k(x1 —x2)=711)'c'l (2.108)

—k(x, —x,) - kx, = m¥, (2.109)



dir. w’=k/m diye parametre tanimlanarak, (2.108) ve (2.109) denklemleri diizenlendiginde,

w,’ (x,—2x) =% (2.110)

[

w,’ (x, —2x,) =%, (2.111)

o

(2.110) ve (2.111) sabit katsayil1 diferansiyel denklemler oldugundan, x = Acoswt bi¢iminde

bir ¢6ziim Onerilebilir. Bu ¢oziim (2.110) ve (2.111) i¢in yerine yazilip diizenlendiginde,
(W2—2W02)X1+W02x2 =0 (2.112)
w,hx, +(w,” = 2w )x, =0 (2.113)

(2.112), (2.113) homojen denklem sisteminde ¢6ziimii olabilmesi i¢in, x; ve X, nin katsayilar

determinanti sifir olmalidir.

o

w,? (w02—2w2)

o

(w2—2w02) w?

det =0 > w'—4w’w +3w* =0 (2.114)

(2.113) denkleminin kokleri normal salinim kiplerinin frekanslarini verir.

le

w,
" (Normal salinim frekanslari) (2.115)
WZ = \/EWO

(Coziim kiimesindeki ilk ¢oziim Einstein kristal modelinde varsaydigimiz esit frekansh
durumdur. ikinci ¢dziimse, yeni bir frekanstir. Klasik mekanikte N tane salinic igin N tane

birbirinden farkli normal kip frekans1 (w,,w,,...,w, ) vardir.

Debye kristal modelinde N tane birbirinden bagimsiz atomun 3N serbestlik derecesi
vardir. Bunlardan birinin boliisiim fonksiyonuysa, Einstein modelinde verilen (2.104) de

oldugu gibidir.

!
o sinh(pheol 2)

(2.116)



Buna gore 3N sayida salinicinin boliisiim fonksiyonu,
3N
Z =2zz,.2; =sz (2.117)
j=1

dur. Burada her bir ¢arpandaki kip frekanst ayri bir w; kip frekansinda olacaktir. E i¢

enerjisinde ¢alismak tizere (2.117) nin logaritmasini aliyoruz.
3N 3N
InZ=[]inz, =—[[In[ 2sinh(prew/2)] (2.118)
j=1 j=1

N sayist oldukga biiyiik oldugundan titresimlerin dalga boyu atomlar arasi uzakliga nispeten

¢ok biiyiik olacaktir. Bunun anlamu, w, degerleri arasindaki fark ¢ok kiigiik olup sifira

giderken, frekans stirekli bir degisken olarak varsayilabilir. Sonug olarak j indisi {izerinden

toplam almaktansa integral alinmalidir. Ancak integral islemini alirken;

» wile w+dw aralig1 arasina ne kadar salinim kipi diistiigiinii ifade eden, normal kip
vogunlugu D(w) bilinmeli,
» Atomlarm salinim kipleri en kiigiik salinimdan baglayarak 3N sayidaki salinim kipini

isgal edecegi Debye frekansina wp dek yerlesirler.

wp

noktalarma dikkat etmek gerekir. Boylelikle, Y —>J. dwD(w)=3N doniisiimii yapmus,
PR

toplami integrale doniistiirmiis oluruz. Bu anlamda (2.118) asagidaki hale dontlismiis olacaktir.

Wp

InZ =~ [ dwD(w)tn[ 2sinh(Bhao/2)] (2.119)

Normal kip yogunlugunu anlamak {izere, bir kenar uzunlugu a olan kat1 bir kristalde

T
X ky :_nya

dalga sayis1 k = (kx,ky,kz) iken kararli dalga olusturabilmesi i¢in; &k, = Zn
a a

k. = %nz olup, n_, n,, n, =1, 2,... diye tam say1 olmalidir. Buradan dalga sayist ile frekans
72_2
arasindaki iliski, k> =k > + ky2 +k’ = —2(11)52 + ny2 + nzz) =w’/v* dir. Dalga sayilari, iig

a



3
boyutlu bir uzayin pozitif bolgesinde, her birinin hacmi (Ej olan kiiplerin koselerine
a

yerlesirler. Yarigap1 k ile k+dk dalga sayilar1 arasindaki bolgede kalan normal kip sayisi;

sekizde birlik kabuk bolgenin hacmi, kiibiin hacmine oranlanarak bulunur.

_ Ark*dk _ V
8(72'/61)3 27

k*dk (2.120)

D(k)dk

(2.120) denkleminde ¥ =a’ alind1. Bu denklemi D(w) olarak tanimlanan kip yogunluguna

doniistiirmek iizere; k* = w’ /v’ den dk = dw/v degisken déniisiimii yaparak,

D(w)dw=D(k)dk = widw  (2.121)

27%°

bulunabilir. Ancak her dalga sayisi ikisi enine, biri boyuna olmak iizere {i¢ salinim kipine

sahip oldugundan olmasi gereken (2.121) denkleminin ii¢ katidir.

3V

2
2

D(w)dw:

Tekrar Debye modeli igin varsayimlarimizdan biri olan ) — j dwD(w)=3N e geri
PR

doniiliirse, I dwD(w)= Sl I w’dw=3N yazmak miimkiindiir. Bu sayede debye frekansi
0

274 0

diye tanimlanan normal kip frekans1 cinsinden kip yogunlugu,

D(W) = 9—]\£w2 (W<wp) (2.122)

WD
Simdi tekrar (2.119) denklemine geri donelim. (2.122) de elde etti§imiz normal kip

yogunlugunu kullandigimizda, InZ = —9—]\2 J- dww’ In [2s/nh ( ﬂha)/2)] yazmak miimkiin
Wp %

oldugu gibi, buradan i¢ enerji elde edilebilir.
0 ONA "F aww’ _9Nhw,  9NR'¢ dww’

E=—InZ= = +
op 2w, 4 tanh(fhw/2) 8 w, ¢ €M -1

(2.123)

0



Daha basit yazmak iizere, x = fhw alinsa bile bu integralin analitik bir ¢6ziimii yoktur.

Xp 3
g =2, +9Nk§T | df'x (x=hw/k,T) (2.124)
8 x, pe -1
Oz 1s1ya gegmek iizere; 9 = x 0 =— Jw 9 kullanilarak (2.124) isleme alinirsa,
0T dT ox k,T )Ox
1 3 Xp d 4 x
¢ =9Nk, (—j == (2.125)
Xp) % (ex —1)
bulunabilir. Bu noktada,
0, = hk& =x,T (2.126)
B
debye sicakligi ve
3 % dxxte’
D(x,)=—=] (2.127)

Debye fonksiyonu tanimlandiginda, 6zgiil 1s1 ifadesi (2.125) asagidaki forma doniismiis olur.

¢, =3Nk,D(x,) (2.128)
CV
4 3Nk,
| |fesccccssssccscconsoas
= -
* / ’
/
/

’ —— Debye

/. -« = Finctai
4 kT
1 hw

Sekil 2.8 Katilarin 6zgiil 1s1s1. (Einstein ve Debye modellerinin karsilastirilmasi)



Debye modeli icin yiiksek ve diisiik sicaklik limitlerini inceleyerek olmasi gerekene

yakinligina bakabiliriz.

1. Yiiksek sicaklikta x =hw/k,T[] 1 olacak, bu durumda debye fonksiyonu igindeki iissel

2 dxxt (1+ 2
fonksiyon e* =1+ x olup, D(x,)= 3 fde(l+y) _ 3 I x’dx =1 olur. Béylelikle yiiksek

xD3 0 (1+x_1)2 xD3 0

sicaklikta 6zgiil 1s1, ;im ¢, =3Nk, degerine yaklasir.

1I. Diisiik sicaklikta x =hw/k,T [l 1 olup, debye fonksiyonunda integralin tist limiti sonsuz

olur. Integralde, e* —1~e* yaklasim yapilirsa,

Xp 4 x Xp 3
D(x,)= % I La;x = % I xledx = %4! = 72]; olur. Bu durumda diisiik sicaklikta 6z
Xp 0 (ex) Xp % Xp o,

151, leé ¢, 1 T° limitine yaklagir. Bununla birlikte Debye modelinin deneyle uyumlu oldugu

anlasilmis olur. [2,4,5,7,8,10]

1.3.9 KANONIK KUMEDE PARAMANYETIZMA

Kati cismi olusturan atomlardan her birinin manyetik dipol momenti,

fi=gu,J (2.129)

diye bilinir. Denklemde J yériingesel agisal momentum olup, ydriinge / ve spin agisal

momentumu s toplamudir. Diger taraftan g, bohr magnetonu olup x, = ;h

diye
mc

hesaplanirken, (2.129) da g Lande faktorii (carpani) dir.

Bir H dis manyetik alaninda manyetik bir dipoliin enerjisi (2.46) denklemiyle verilen,

&=—iH diye hesaplanir. Burada farkli olarak m manyetik dipol momenti tamimlayarak,

g, =—jiH = —uHm (2.130)



diye denklemde yerini alir. Manyetik dipol moment m nin degeri ise,
m=-J, —J+1, ..., J—1, J dir ve toplam (2J+1) tane degeri vardir. Her bir dipoliin yeri

belli oldugundan ayirt edilebilir pargaciklar olarak diisiiniilerek toplam sistemin boliisiim

fonksiyonu yazilmalidir. Oncelikleyse her bir dipoliin boliisiim fonksiyonunu yazabiliriz.

J
z= Y e (2.131)

z, = z e =t e Uy e (2.132)

elde edilen geometrik seri, z, =™ [1 +e' +..+e” "] dir. Geometrik seri toplami bilinen,

n+l

I+x+..+x"= " ifadesi kullanildiginda (2.132) denklemi,
-X
. 1
h (e smhKJ + 2))@
z=e"[lve 4= = (2.133)
‘ ) 1—-¢" , hl
=2/ SIn Ex

1-e*

(2.133) e doniismiis olur. Toplam sistemin boliisiim fonksiyonuysa,

Z{sinh[(]+l/2)x]}N 13

sinh [(1/2))5:'
dir. Fark edilebilecegi gibi kanonik kiimede hesap yapmak ¢ok daha kolaydir.

Buradan hareket ederek dncelikle serbest enerji ve ardindan diger termodinamik
biiyiikliikleri hesaplayalim. Daha once elde ettigimiz (2.84) denklemini kullanarak serbest

enerjiyi,

sinh [(J+1/2)x]
F =—Nk,Tn - (1.135)
S/nh[(1/2)x]



(2.85) den entropiyi f=1/k,T alarak,

S= —(%l = Nk, | In[ 2cosh(BuH ) |- fuH tanh(BuH) | (1.136)

(2.87) den i¢ enerji,
E=F+TS =NuH tanh(BuH) (1.137)
(2.88) den 6z 1s1,

__(2& oF (utt)

(et e
' oT ), or?* ), cosh® ( SuH )

(1.138)

degerleri bulunmus olur. Makroskobik anlamda cismin M magnetizasyonu, birim hacimdeki
ortalama magnetik moment olarak hesaplanirken serbest enerji cinsinden ifade edilir.

(2,4,5,7.,8,10]
N Zmlumeﬁ,uHm

N J
M=—-"=— = 1.139
V V m;J pmﬂm V zmeﬂyHm ( )

oF\ N
M:_(a_Hl :7’utanh(,6’,uH) (1.140)



IT1. SIMULASYONLARDA KULLANILABILECEK YAKLASIK
YONTEMLER

Bu boliimde spin sisteminin 6zelliklerini hesaplamada kullanilabilecek yaklasim ve
yontemler anlatilmaya ¢alisilacaktir. Bunlar niimerik olmasina karsin, oldugundan ¢ok daha
basit ve problemin dogasina olabildigince uygundur. Problem igerisinde sonuglara ulagmamizi
zorlastiran degiskenler; gerektiginde ortama eklenebilir, ¢ikartilabilir ya da biiyiikligi
degistirilerek sonuclar1 gercege uygun incelenebilir. Boylelikle ortam degiskenlerine tiimiiyle
hakim oldugumuz simiilasyonla deneyin dogasina uygunluk saglanmig olacaktir. Tiim
bunlarin yaninda sistemdeki degiskenlerin biiyiikliiklerini, birbirleri ile olan durumlarini
rahatlikla simiilasyonun isledigi kisa siire i¢inde tablo ya da grafige doniistiirebiliriz. Tabi ki
burada anlatacagimiz yontemlerle problemin tarif ettigimiz resmini ¢izmis olmanin ilk
asamasini kaydetmis, sonrasinda bilgisayar programi yazmamiz gerekecektir. Bu boliimde

program algoritma ve mantig1 i¢in uygun yontemler tarif edilmistir. [6,14,15,16,17,18]

I1I. 1 MEAN FIELD TEORY

Miknatislanma ortalama spin hizasina <si> baglhdir. Agisal parantezler burada termal

ortalamay1 vurgular. Bir 1s1 banyosu ile termal dengede bulunan sistem i¢in zaman ortalamasi
olarak diistinmek yararli olacaktir. Giris de bahsedildigi iizere 1s1 banyosu ile etkilesim
halinde olan spinleri +1 den -1 e ya da tam tersine attiracaktir. Termal ortalama farkli
mikrohallere gore bir ortalamadir. Burada bahsedilen mikrohaller spin taklalar1 sonucu olusa
gelmistir. Sonsuz genislikte bir sistem i¢in tiim spinler ayn1 ortalama hizasina sahip olacaktir.
Bu spinlerin bir anlamda tiimiiniin esit biiyiikliikte oldugu fark edilerek goriilebilir. Oyle ki
ideal bir durum i¢in, her bir spin en yakin 4 komsusu ile etkilesim kurar. Yine ideal bir durum
icin her bir spin sonsuz sekilde herhangi bir sinirdan uzaktir. Bu yiizden tiim spinler ayn1
averaj 6z degere sahip olmalidir. Burada T sicakligindaki, N spinli bir sistem i¢in toplam

magnetizasyon,

M,=Ys, (3.1)

Ve



MZZ(ZS./Pa) (3-2)
ifadeleri kullanilacak olursa su olacaktir.

M=) {(s)=N{s) (3.3)

Eger probleme bir manyetik alan etkirse, enerji fonksiyonu denklem (1.5) e benzer

olarak su hale gelecektir.

E==J) ss,—uH) s, (3.4)
) ,.

Burada
H : Manyetik alan,

4 : Her bir spine eslik eden manyetik momenttir.

Bu alan, spinlerin H ya paralel olarak kendilerini diizenlemelerine neden olacaktir. Buda

enerjiyi asagiya ¢ekecektir.

Mean-field yaklagimini elde etmek i¢in, ilk olarak sunu varsayariz, bizim sistemimiz

sadece tek bir adet spine sahip olmalidir. (is,) Boylece, tek enerji alan enerjisi olacaktir. Bir

spin yalnizca iki halde olabilir.

, : +1 L +uH
(spin halleri) s, = — (spin erjiler) E = (3.5)
-1 —-uH
Sistemin bu hallerde bulunma ihtimaliyse,
+uH
P+ — Ce kgT
o (3.6)
P =Ce""

dir. Ihtimaller toplami 1 olacagindan C katsayis1 iki ihtimalin toplamimin bire béliimii diye

hesaplanabilir.
1
C=—mr——r (3.7)
ekl okl
Termal averaji ise,
uH o _pH
kgT kgT
e’ +te”
(5)=2sP. =P =P == (38)
" s

diye yazilabileceginden, artik s0yle hesaplayabiliriz.



(s,) = tanh(;:—];) (3.9)

B

Bu bir manyetik alan igerisindeki tek bir spinin davranisinin tam sonucudur. Simdi
bunu N spinli etkilesim halindeki sistem i¢in yaklasik bir ¢6ziim elde etmekte kullaniyoruz.
Mean-field yaklasimi temelde su varsayima dayanir. “s, spininin komsu spinlerle olan

etkilesimi, s, iizerinde hareket eden etkin manyetik alana esdegerdir.” <s[> , (3.9) deki

denklem kullanilarak hesaplanabilir. Burada H ve H

o Kullanilir. (3.4) deki denklem bu

durumda yeniden su sekilde yazilmasi dnerilebilir.
E=—(J2sj]sl.—uHsl. (3.10)

J: s, nin komsulartyla olan etkilesimi tasvir eder.
Burada, J yi igeren terim, manyetik alan bigiminde soyledir,

pH =T s, (3.11)

Simdi de yaklagik deger almaya sira gelir. Burada s, H , kendi termal averaj

degerleri ile yer degistirildigini varsayariz. Tiim spinler ayni1 averaj hizasina sahip olduklar
icin, onlarin termal averaj degerleride, ayni olacaktir. Tiim alt indisleri ihmal ederek denklemi

su hale getiriyoruz. Disaridan uygulanan gercek alan H =0

H, :%z@ :%@ (3.12)

Burada z, en yakin komsularin sayisidir. (3.12) Denklemi (3.9) daki denklem ile
birlestirdigimizde;
zJ <S>
= tanh(—=- 3.13
(s) ( T ) (3.13)

B

elde edilir. Bu <s> i¢in kesin bir bagintidir. Analitik olarak ¢oziilemez. <s> kiiciik oldugundan

limitle ¢oziilebilir. Bu yilizden sayisal yaklasimi ciddiye almamiz gerekiyor.

Manyetizazyon: (M) Manyetizazyon: (M)

<s§>




Sekil 3.1 Mean-Field denkleminin ¢éziimiinde relaksasyon metodunun diisiik ve yiiksek

sicaklikta igleyisi.

Problemi daha anlasilir kilmak amaciyla Sekil 3.1 de Toplam magnetizasyona karsilik

ortalama spin hizasinin diistik ve ytiksek sicaklik degerlerindeki grafikleri veriliyor. <s> nin

¢Oziimii iki egrinin kesistigi noktalardadir. <s> =0 da her zaman bir ¢6zlim vardir. Bu ¢6ziim

sifir miknatislanmayla termal averaja tekabiil eder. Buna paramanyetik faz denir. Diigiik

ZJ<S>

sicakliklarda ayrica ikinci bir ¢6zliim daha vardir. Bu sicakliklarda tanh(ﬁ) fonksiyonu
B

<s> den daha biiyiik bir baslangi¢ egimine sahiptir. Bu nedenle <s> # 0 yani sifirdan farkli bir
toplam miknatislanmaya denk gelen ikinci bir ¢6ziimii verir. Buna ferromanyetik faz denir.
Ferromanyetik faz ((s)# 0 li ¢éziimlerde), (s)=0 dakinden daha diisiik bir serbest enerji

vardir. Mean-field teorinin tahmini sudur; diisiik sicakliklarda sistem gergekten de

ferromanyetiktir.

(3.13) denklemini ¢ozmenin en basit yollarindan biride Relaxation (gevseme)

metodudur. Oncelikle s, baslangi¢ tahmini ile ise baslanir ve (3.13) denkleminin sagina

eklenerek s, degerine ulasilir (s, = tanh( zJs,

)). Bu proses ile devam edildiginde s, lerin
B

ardisik degerleri yeterince kiigiiliir. Bunun anlami ¢6ziim noktasina olduk¢a yakin

oldugumuzdur. Prosediir bizi yiiksek sicakliklarda <s> =0 ve diisiik sicakliklarda <s> #0

coziimlerine ¢ok yaklastiriyor. Relaxasyon metodu ¢oziime yakinlastigimizi gosterirken,

cozlime NE KADAR HIZLI ulasabilecegimizi sdylemez.

Miknatislanma: M




Sekil 3.2 Mean-Field denkleminin relaksasyon metodunun kullanilarak ¢6ztimiinde kritik

sicaklik.

Sekil 3.2 de relaksasyon metodunu kullanarak elde edilen, sicakliga bagl <s> i¢in

mean-field ¢6zlimii gosterilmektedir. Miknatislanma <s> ye bagli oldugu i¢in diistik

sicakliklarda M >0 i¢in anlik miknatislanma vardir. Yani sistem ferromanyetiktir. Yiiksek
sicakliklarda sicakligin bozucu etkisi baskin gelir ve M=0 ile sistem paramanyetik tir. Ancak
iki faz arasindaki gegis Sekil 3.2 ye gore ani olarak gergeklesmektedir. Bu gecis sicakligi 7,
diye gosterilirken Kritik Sicaklik diye isimlendirilir. Mean field teorinin tahmini kritik
sicakligin 4 oldugudur. (yani J/kg=1 alinir). Bu gegis i¢in anlik miknatislanma, order
parametresi olarak bilinir. Net olarak, sistemin hangi fazda oldugunu bize sdyler. Burada

order parametresi M nin sifir olmayan degeri i¢in, sistemin ferromanyetik fazda oldugu, M=0
i¢in ise sistemin paramanyetik fazda oldugu bulundugudur. Ancak Sekil 3.2 de }mTl (Cjz’_T)

egimi kritik sicaklik civarinda oldukca biiyiiktiir.

.. J L 3 o
Bu sorunu agsmak i¢in kiigiik x = z <S> degerleri i¢in tanh(x) = x _x? yazilabilir. Bu

B

mantikla <s> kiigiik oldugunda (3.13) denklemi;

(s)= tanh(ZJ<S>] O —1(L<“°>]3 (3.14)

kT ) kT 3\ kT

seklinde yazilabilir. (s) =0 verildiginde denklemin bir ¢6ziim kiimesi de bulunmus olur.



(s)= %("ZB—T) {;—J—TJ (T, -T)’ (3.15)

son adimda 7, = ;—J ve S =% tanimi yapildi. S parametresi kritik bilesendir.
B

Mean-field yaklagiminin £ parametresi ile vermis oldugu kuvvet kanunu dogru bir

yaklagim olmasina karsin bunun dogru degeri 0.5 degil 2 dir. [6,14,15,16,17,18]

I11.2 NEWTON METODU
Sekil 3.2 den, bu metodun her zaman (3.13) deki ¢oziime yaklastigini1 gorebiliriz.

J
Kritik sicaklik yakinlarinda <s> ve tanh(Zk—<;>) in kesisim noktalarini bulmak istiyorsak,
B

yaklasik olarak ayni egimde olmalar1 gerekir. Bu yakinlagmanin oldukg¢a yavas olmasina
neden olacaktir, ¢linkii iteration (tekrarlama) <s> ekseni boyunca ¢ok kiigiik bir mesafe
hareket edecektir. Bu yiizden yakinsamay1 hizlandirmanin yollarini ele almak faydali
olacaktir. Yollardan biri (3.13) denklemini,
zJ (s
f({s)=(s)- tanh(#) =0 (3.16)

B

biciminde ele almaktir. Bu ylizden, f (<s>) fonksiyonunun ¢6ziim kiimesine (koklerine)

ithtiyacimiz vardir. Bu pek ¢ok yerde yiiksek bir problemdir.

f(x) ]




Sekil 3.3 Newton metodunu kullanarak Mean-Field denkleminin ¢ézimii

Sekil 3.3 de bir hiperbolik fonksiyon f(x) 1 goriiyoruz. C6ziim kiimesi bulmak igin,
yani f(x)=0 i¢in x degerini bulmak i¢in, x, baslangi¢ ¢6ziimii i¢in tahmini bir ilk deger ile
baslariz. Diizeltilmis bir tahmin elde etmek yerine f(x) in tiirevine x, da deger verir ve bunu
x ekseninde yerine koyarak dogrusal bilinen bir tahmin elde etmede kullaniriz (ekseni x, de
kesen kesikli ¢izgide oldugu gibi). x ekseni kestigi yer, x eksenine paralel yani f(x) diiz bir

dogru olsaydi tam ¢ozlime ulasilacak ve egrilik sifir olacakti. Bu yilizden x, yeterince dogru
yaklasim olmayabilir. Prosesi x, den baslatarak x, vesaire deneyerek daha iyi bir yakin deger

elde etmek i¢in tekrar edilir.

Bu yaklagim Newton metodu olarak bilinir ve genellikle f(x) egimini kullandirttig:

icindir ki, relaxation algoritmasindan {istiindiir. Ciinkii daha az iterasyonla sonuca ulagmak

miimkiindiir. [6,14,15,16,17,18]

I11.3 MONTE CARLO METODU

Bilgisayarda fiziksel sistemlerin benzerlerini yaratmak miimkiindiir. Giintimiizde pek
cok sistemin benzetimleri (simiilasyonlar1) basariyla yapilmaktadir. Konumuz bu tiir fiziksel
bir sistemin nasil kullanilabilecegini agiklamaktadir. Fiziksel sistemlerin benzetimleri
yapilirken birka¢ metod kullanabiliriz. Burada Monte Carlo olarak bilinen bir yontemden
yararlanacagiz.

Istatistik mekaniginde de molekiiler dinamik metodlarinin yan1 sira Monte Carlo
yontemi kullanilmaktadir. Monte Carlo yontemiyle fizigin bu dalinda, faz gecisleri tizerinden
cok boyutlu integralleri hesaplamak bir takim spin, gaz kat1 gibi modellerin benzetimini

yapmak mimkiindiir.

Bilindigi gibi ¢ok zor nlimerik integrallerin tiim konfigiirasyonlar iizerinden
hesaplanmas1 miimkiin degildir. Fakat bu sorun konfigiirasyonlar1 sinirlayarak yaklagik bir

cozlimle halledilebilir. Bu yaklagima “importance sampling” yaklasimi ad1 verilmektedir.



Mean-field teoriye gore; ising modelin paramanyetik ve ferromanyetik fazlari arasinda

ani gegis olacagini tahmin etmede basariliydi. Bunun disinda kritik sicaklik 7, yakinlarindaki

davranig1 tahmin etmede, mean-field yaklagimi1 dogru iken, kritik bilesen degerlerini dogru
olarak elde etmez. Davranisin dogru bir resmini elde etmek icin 6zelliklede faz gegisi
yakinlarinda ¢ok daha gii¢lii bir yaklagima ihtiya¢ duyulur. Bu yaklagimin adi Monte Carlo

metodudur. Metodun net bir tanimiyla baslamak yerine, pratik anlamda metodun nasil

calistigini tarif etmek daha uygundur. Bu metotta amaglanan; “bir spin sisteminin cevresiyle

nasil etkilesim kurdugunu simiile etmektir”.

Istatistik fizik dilinde, gevre; 151 banyosu demektir ve 1s1 banyosunun rolii; enerjiyi
spin sistemi ile yer degistirmektir. Boylelikle sistemi T sicakliginda bir yerlerde dengeye
getirmektir. Sistem 1s1 banyosundan enerji kazandik¢a veya 1s1 banyosuna enerji vererek
enerji kaybettikce, spinler, sistemin yeni mikroskobik hallerine tasinmasina neden olan
taklalar atarlar. Bu mikro hallerin her biri, spinlerin kismi-6zel bir diizenlemesine karsilik
gelirler. Miknatislanma, gibi niceliklerin 6lgiilen degerleri, sistemin farkli mikro hallerinde

bulunma olasiliklarina baglhdir.

Monte carlo metodu, spin sistemi ve 1s1 banyosu arasindaki enerji degisimini simule
(taklit) etmek icin, en uygun imkanlar1 se¢en bir yaklagim kullanilir. Sekil 1.7 de sematik
olarak gosterilen 6zel bir mikro hal i¢indeki sistem ile baglarsak, banyo ile olan etkilesim su
sekilde model edilir.

Birinci Adim

 Bir spin segilir. Spinin takla atmasi i¢in gerekli enerji £, hesaplanir. Ising
modelimize gore, bu £, , (1.5) denklemi kullanilarak hesaplanir.

e Eger E,, negatifse, (bdylece spin ters gevrilerek enerji azaltilir) spin takla atmustir ve

sistem farkli bir mikro hale hareket eder.

e Eger F

4, Pozitif ise, (bdylece sistemin enerjisi arttirilir) bir karar verilmelidir.

E
e (ile 1 arasindaki siradan belirtilen bir say1 olusturulur ve boltzman faktorii (—ﬂ]
B

ile kiyaslanir.
e Eger boltzman faktorii rastgele sayidan biiylik ise, spin takla attirilir, kii¢tlik ise spin

hi¢ rahatsiz ettirilmeden birakilir.



e Boylelikle, bu durumda, spin ya farkli bir mikro hale hareket edebilir ya da
etmeyebilir. Her sey rastgele sayiya baglidir.
e Boylelikle monte carlo metodunun birinci adim1 tamamlanmis olur.
ikinci Adim

e Bagka bir spin se¢ilir. £, hesaplanir ve yukarida tarif edilen algoritmaya gore sonra

spin ya takla attirilir ya da sabit birakilir.

Bu prosediir boylelikle bir siirii kere tekrar edilir. Boylelikle her spine takla atma sansi

verilir. Sonug olarak sistemin kararli durumu bulunmus olur. [6,14,15,16,17,18]

I11. 4 ISING MODEL VE iKiNCi DERECE FAZ GECISI

Simdi Monte Carlo metodunu kullanarak Ising modeldeki faz gecislerini incelemeye
haziriz. ki tiir gegis hesaplayacagiz.
e 1. derece faz gecisi,

e 2. derece faz gecisi,

Bu smiflandirmalarin tam bir tanimini1 vermektense faz gegisleriyle ilgili 6rnek vererek
ele alacagiz. Modelimiz Sekil 1.7 deki gibi kare kafes {izerinde yerleri belirlenmis Ising spin
toplulugudur. Spinler birbirleri ve manyetik alanla etkilesim halindedir. (3.4) deki enerji
denklemine gore H=0 durumunu alarak baslayalim. Bir manyetik alan fonksiyonu gibi olan
davranig1 birinci derece faz gegisinde inceliycez. Uygun olsun diye enerjiyi kg biriminde
Olciliyor ve T=1 aliyoruz. Boylelikle sicaklik T, etkin bi¢imde birimsiz oluyor. Her adim
boyunca bir spin seger, (3.4) e gore takla atmak i¢in gerekli olan enerjiyi hesaplariz. Sonra
boltzman faktoriiniin 0-1 araliginda 6zdes olarak dagitilan rastgele bir say1y1 nasil

kiyaslandigina bagli olarak ya spine takla attiracaktir, ya da spini degistirmeden birakacaktir.

Programimizda kafesin basarili siralar1 boyunca hareket ederek, spinleri sistematik
olarak se¢mek i¢in iki loop (halka) kullaniyoruz. Spinleri rastgele de secebilirdik. Fakat dyle
cok zaman adimi (time step) ile belirtilir ki her bir spinin takla atmak i¢in bir siirii firsati

vardir, bu yiizden sonuglar spinlerin nasil secildigine bagh degildir. Kafes araligindan gegme

islemini tamamladiktan sonra toplam manyetik momenti M = z s, ve toplam enerjiyi (3.4) e



gore hesaplariz, sonra termal denge, uygun degerleri elde etmek i¢in kafes araligindan gegen

bir ¢cok spinin M ve E nin ortalamasini aliriz.

Ideal olarak cok biiyiik sistemlerin davranisini hesaplamak isteriz. Gergek bir
ferromanyetik sistem (bir par¢a demir gibi) pek gok sayida spin igerir (yaklasik 10%) .
Hedeflerimizden birisi gergek sistem davranisini anlamaktir. Dahasi tarif edilen faz gegisleri
yalnizca ¢ok genis sistemlerle sinirhidir ve ¢cok genis sistemlerde gerceklesir. Halbuki dogru
bir simiilasyon igin gerekli olan sayma zamam bizi yaklasik 10° kadar spin igeren kafeslerle
siirlayacaktir. Boyle sonlu bir sistem i¢in uclardaki spinlerin davranisi, pronounced etkisine

sahip olabilir.
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Sekil 3.4 Periyodik sinir kosullartyla Ising spinleri. Spinler noktali ¢izgilerle baglantilidir.

Kare bir kafesde, i¢ spinlerdeki (interior spin) en yakin dort komsu spine sahipken ug
spinler {i¢ adet en yakin komsu spine sahiptir. Bu ug spinler eger kdsedeyse, yalnizca iki adet
en yakin komsu spine sahiptir. Komsu spinin ayn1 yonii gdstermeye meyletmesine sebep olan
yer degistirme (1.5) etkilesimidir. Ug spinler daha az komsuya sahip oldugu icin kafesin
ucundaki spinler diger spinlerle daha az hizalanma egilimi gosterecektir. Gergek sistemlerde
de uc spinler vardir. Bu spinlerin fraksiyonu i¢erdeki sayiyla kiyaslandiginda kiiciik bir kafese
gore, ¢ok daha biiyiik olacaktir. Bu yiizden bizim simiilasyonlarimizda miimkiin oldugu kadar
uclarin etkilerini minimize etmek énemli yer teskil eder. Bunu basarmanin bir yolu, Sekil 3.4
de gosterildigi gibi periyodik sinir kosullar1 kullanmaktir. Bizim orijinal Ising model tarifimiz
de spinlerin yalnizca onlara en yakin komsu spinlerle etkilestigini belirtmistik. Simdi ise sunu
varsaytyoruz. Ugtaki bir spin kafesin karsit kenarindaki spinle de etkilesir. (Sekil 3.4 de
noktali ¢izgiyle gosterildigi gibi).



Alternatif olarak sunu da hayal edebilirdik. Kafesimiz bir tourus tizerindedir.
Boylelikle bu ug spinler, her bir spin, geride kalan her bir spine gercekten komsudur. Bagka
sekilde sdylemek gerekirse, u¢ spin kavrami elimine edilmistir. Simdi her spinin dort yakin

komsgusu vardir ve spinler birbirine esit mesafededir.

Periyodik sinir kosullarinin kullanimi bu yilizden bize genis sinir etkilerinden
kaginmamiz1 saglar. Halbuki bu su manaya gelmez. Periyodik sinir kosullarina sahip 5x5 lik

bir kafes ¢cok daha biiylik bir kafesle ayn1 sekilde davranacaktir. Periyodik sinir kosullar1 LxL

boyutunda olan bir kafes i¢in, iki spin arasindaki mesafe % kafes araligindan daha genis

olamaz (Bir kosegen boyunca maksimum mesaer% ).

Periyodik sinir kosullart monte carlo simiilasyonlarinda ve pek ¢ok diger benzer
hesaplamalarda siklikla kullanilmaktadir. Fakat hayal edebilecegimiz, sadece sinir kosullari
degildir. Onun yerine,

* Spin sisteminin basit¢e uglarda sonlandigi serbest sinir kosullari

veya
* Uglardaki spinlerin tiim spinleri tek bir yonii gdstermeyi zorladiklar: bagl sinir kosullarini
segebilirdik.

Burada ve bir sonraki kisimda isimiz i¢in, periyodik sinir kosullarina is verecegiz.
Cilinkii bu kosullar sonlu kafes dl¢iisiiniin etkilerini minimize etmeye egilim gosterecektir.
Halbuki yukarida s6ylendigi gibi bu, bu tarz etkileri tamamen ortadan kaldirmayacaktir. Cok
biiyiik bir sistemin 6zelliklerini hesaplamanin en iyi yolu;

e Farkli dlgiilerde bir siirii kafesler alarak simiilasyonlar gergeklestirmek, ardindan

e Sonsuz kafes limitine deger bigmektir.
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Sekil 3.5 10x10 kare kafeste Ising modele gore, magnetizasyonun zamana karsilik farkl

sicaklik degisimleri.

Simiilasyonlarimiz i¢in, sistemin ferromanyetik halde olacagini bildigimiz diisiik
sicakliklarda incelemeye baslayabiliriz. Bu yiizden, tiim spinlerin pozitif yonii gosterdigi yani
tam hizali hale denk diisen baslangi¢ spin konfigiirasyonu se¢iyor monte carlo prosediiriinii
miknatislanmay1 hesaplamak icin kullaniyoruz. Buradaki miknatislanma, simiilasyon
ilerledik¢e monte carlo zaman fonksiyonu olacaktir. Bazi sicakliklarda 10x10 luk bir kafes
icin baz1 sonuglar Sekil 3.5 de gosterilmistir. Burada zaman birimi kafesteki tam bir gegise
karsilik gelir. Bu ylizden, her bir zaman adim1 boyunca, spinlerden her birinin 1 kere takla
atma firsat1 olmustur. En diisiik sicaklikta miknatislanma birbirine paralel olan tiim spinlerin
doyma degerine ¢ok yakin kalir. Monte Carlo kurallar1 bir spinin firsat bulduk¢a negatif yone
takla atmasina dnderlik ederken, M deki dalgalanmalar kii¢tiktiir. Sicaklik T=2 ye
yiikseltildiginde M nin ortalama degeri tam hizali degerin yaklasik %90 1na karsilik gelecek
bir degere diiser. Ciinkii bu sicakliktaki boltzman faktorii bir spin taklasinin zamanin %10
derecesinde daha yiiksek enerji haline gegmesini ister. Sistemimiz halen ferromanyetiktir,
fakat olayin derecesi daha diisiik sicakliklarda gergek degerinden azalmistir. Ayrica,

dalgalanmalarin biiyiikliigii keskin bir sekilde artar.

Bu dalgalanmalar birkag¢ sebepten dnemlidir.
1. Birkag diger termodinamik niceligi hesaplamak icin, istatistiksel mekanigin
dalgalanma-dagilma (fluctuation-dissipation) iliskisiyle birlikte nasil
kullanilabilecegini kisaca gorecegiz.

2. Daha 6nemli olan1: bu degeri artirilmis dalgalanmalar soyle sinyal verir.

Burada ikinci dereceden faz gegisine yaklasiyoruz. Yani kritik noktaya yaklasiyoruz.
Kendi kritik noktasinda olan bir sistem kiigiik pertiirbasyonlara olduk¢a duyarhdir. Ciinkii
sistemin Ozellikleri, sicakliktaki, manyetik alan gibi degisikliklerden ¢ok hizli bir sekilde

etkilenir. Bu dalgalanmalarin, T, deki miistesna durumlara bagli oldugunu gorecegiz.

Sistemi T=2.25 e kadar 1sittigimizda dalgalanmalar biiyiir. Sistem M ~ 0.8 deger araliginda
dalgalanir. Bu yiizden tiim sistemin manyetik momentinin yon degistirdigi yerde

dalgalanmalar mevcuttur. Kare bir kafes {izerindeki Ising model i¢in, tam analitik



hesaplamalar su sonuca gotiiriir. 7. = 2 ~2.27, bu durumda kritik noktaya ¢ok

" n1+42)
yakiniz. Daha yiiksek sicakliklara ilerledik¢e, T=4 de, dalgalanmalarin biiytikliik olarak
azaldig1 ve dalgalanmalarin M =~ 0 civarlarinda merkezlestirildigini buluruz ki bu T, nin
yukarisindaki paramanyetik faza denk diiser. Davranis farkl sicakliklar i¢in kiyaslandiginda
dalgalanmalarin T, civarinda en biiyiik oldugu goriiliir. Bunlar1 daha ayrintili olarak kisaca

analiz edecegiz.

Ising model Monte Carlo
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Sekil 3.6 10x10 kare kafeste Ising modeli i¢in sicakligin fonksiyonu olarak anlik

miknatislanma.

Farkli sicakliklardaki simiilasyonlardan, M nin ortalama degerlerini zaman gectikce
sicakliga bagh olarak miknatislanmayi elde etmek {izere hesaplayabiliriz. Sekil 3.6 da bazi
sonuglar gosterilmistir. Istatistiksel hatalardan dolay1 (Sekil 3.5 teki gibi ortalama data almak
gibi) sonuclara bazi lekeler (scatter) varken M, T (T=T=Kritik sicaklik~2.27) degerinde
aceleyle sifira diiger. Tiim bu sonuglar toplam davranisi nitelerken birkag sekilde

diizeltilebilirdi.



Birinci yol, simiilasyonlar1 alinacak iterasyonlar1 basitce daha uzun ¢alistirabilirdik.

Boylelikle her bir sicaklikta daha ¢ok monte carlo adimina yer verilirdi. Bu

1 1
(
\ N, steps \ N steps

olan bir orandaki istatistiksel hatalar1 azaltacakt1. ikinci yol, daha genis kafes araliginda

le orantil

=hesaplamada kullanilan monte carlo zaman adimlarinin sayis1)

calisabilirdik ve sonsuz kafes limitine yuvarlama yapabilirdi.

Sekil 3.2 deki mean field tahmini ile M i¢in monte carlodan elde edilen sonuglari
kiyaslamak enteresandir. Iki sonugta nitelik olarak ayn1 iken, mean field teori T, degerini
yaklagik olarak 2 faktoriiyle oldugundan fazla tahmin eder. Ayrica mean field in M i¢in olan
tahmini T, de sifira gider. Bu monte carlo sonuglarinda buldugumuzdan bir sekilde daha

yavagstir. Daha 6nce belirttigimiz gibi T, civarinda M nin varyasyonu kritik bilesen S
tarafindan asagidaki gibi belirlenir.

M =~(T,-T) (3.17)

c

Mean field teori :% olarak tahmin eder. Halbuki iki boyuttaki analitik sonu¢ £ :%

oldugudur. Sekil 3.6 deki monte carlo sonuglar1 £ nin, kesin degerini elde etmez. Buna
ragmen monte carlo sonuglart £ nin kesin degeriyle bir nebze olsun mean field’dan daha iyi

bir anlagsma i¢indedir. Genis 6l¢iilii monte carlo simiilasyonlar1 %1 den daha az bir belirsizlik

iceren bir # degerini elde eder ve bu deger analitik sonucla iyi anlasir. Bu yiizden mean field

teori davranigin makul nitel resmini elde ederken dngordiigiimiiz nicel detaylar dogru degildir.

Simdi mean field teorinin nerede yanlis yaptigini ele alalim.
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model igin sicaklik fonksiyonu olarak ortalama termal eneriji.

Sekil 3.8 10x10 kare kafes i¢in dalgalanma-dagilma 1s1 kapasitesi kullanilarak hesaplanir.

I1. 5 BIRINCI DERECE FAZ GECISi

Onceki boliimde Ising modelin kritik nokta yakinlarinda davranis1 verildi. Bu

M # 0 da ferromanyetik halden M =0 daki paramanyetik hale gecis olan IKINCI DERECE

FAZ GECISI olarak isimlendirilir. Peki birinci derece faz gegisi nedir?

Birinci derece faz gegisleri aslinda dogada oldukc¢a yaygindir. Suyun donmasi ve

bunun gibi tipik drneklerdir. Manyetik alanin etkisini dahil edersek Ising model sayesinde

birinci derece faz gecisini gdzleyebiliriz. Monte Carlo metodu daha 6nce tanimlandig gibi,

sadece fark (3.4) de verilen bir spin alanda enerji kayb1 ya da kazanci igeriyor olmalidir.
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Sekil 3.9 Bazi sicakliklarda 10x10 kare kafeste magnetizasyonun manyetik alana gore

dagilimi

Simdi problemde iki bagimsiz degiskenimiz; 7 ve H var. Bu genis bir faz
diyagraminda arastirma igerir. Denge sicakliginda alanin bir fonksiyonu ile degisimini géz
ontine alalim. Sekil 3.9 da gosterildigi gibidir. 7 =1.0 da ve H <0 magnetizasyonu ile genis
ve negatiftir. Bu sicaklikta spinler alan yoklugunda bile ayn1 dogrultuda dizilecektir. Burada
alan M miknatislanma vektoriiniin yoniindedir. Ciinkii alan enerjisi spinleri /H alani ile ayn1
dogrultuya gelmesine yol agar. Bu H 1n sifirdan arttiginda ni¢in M nin aniden isaret

degistirdigini agiklar. M nin bu siireksiz degisimi Birinci derece faz gecisinin gostergesidir.

Magnetizasyondaki bu siireksizlik tiim spinlerin ayn1 anda tersine donmesiyle iliskili
olarak sistemin iki halini igerir.

M—>-M (3.23)

H =0 oldugunda bu iki hal esit olasilikli, fakat kii¢iik bir alan uygulandiginda biri
digerinden daha muhtemel olacaktir. Alanin bir fonksiyonu olarak M deki siireksiz sigrayis
T altindaki tiim sicakliklarda bulunur. Enerji ve simetri g6z oniine almirsa /7 =0 da bu
sigrayisi bekleriz, bu bazen hysteresis ile iligkili ge¢istir. 7 =1.0 de sonug olarak kiiciik fakat
stfirdan biraz biliylik A 1n bir degerinde sigrayis goriilebilir. Burada sistem periyot zamani

izerinden metafaza yakalanmistir (H <0 ile M <0 da).

T, uzerindeki sicaklikta, kendiliginden olusan manyetizasyon kaybolur ki burada alan
sifirdan arttiindan M siireksiz degildir. Boylece Birinci derece faz gecisi yoktur. 7,

Uzerindeki sicakliklarda ( H < 0 oldugunda) negatif magnetizasyon ve (H >0 oldugunda)

pozitif magnetizasyon ile bu halden zorluk ¢ikarmadan gider.



T’ nin altinda bulunan (kesfedilen) siireksizligin siddeti sadece 6nceki boliimde ifade
edilen iki kez kendiliginden meydana gelen magnetizasyondur. 7, sicakliginda

magnetizasyonun gézden kayboldugunu buluruz ki bu alanin bir fonksiyonu olarak gézlenen
Birinci derece faz gegisi ile sicakligin bir fonksiyonu olarak gozlenen ikinci derece faz gegisi

arasinda yakin bir iligski demektir. Bu baglantt H —T faz diyagraminda degerlendirilir.

: critical
T _ point X
C
critical "~ P
point

liquid

H T Sekil 3.10
(Solda) Ferromanyetik bir maddenin H-T faz diyagrami. (Sagda) Kritik sicaklik yalinlarinda
sematik basi¢-sicaklik diyagrama.

Diistik sicakliklarda sistem =M ye denk gelen iki belirgin faza sahiptir, Sekil 3.10 da
oklar bunu gosteriyor. Bir fazdan digerine sicaklik ekseninde gegitle gegebiliriz ki bu Sekil
3.9 da goriildiigii gibidir. 7 nin altindayken M degiskeni siireksizdir. Bu birinci derece faz
gecisinini konumudur ve Sekil 3.10 da gosterildigi gibi H —T grafigindeki ¢izginin bir
sonucudur. Cizgide birinci derece faz gecisi kritik sicaklikta biter. Boylelikle kendiliginden
meydana gelen magnetizasyon kaybolur. Bu sicaklikta iki faz arasindaki fark gézden kaybolur

ki 7, nin lizerinde M nin siireksizliginin yoklugunda pozitif alandan negatif alana gegebiliriz.

Faz diyagramindan birinci derece faz gecisine kritik nokta son verdigini gorebiliriz.
Ayrica bu geometri, birinci derece faz gegisinin genel 6zelligidir. Ornegin s1v1 gaz sisteminde
de benzer bir durum vardir. Bu durum iligkili degiskenler basing, (4 nin yerine), sicaklik ve
yogunluk (M nin yerine) Sekil 3.10 da goriiliilyor. Sividan gaza gec¢is yogunlugun
stireksizliginde basing lizerinden yine birinci derece faz gecisidir. Basincin artisinda bu

stireksizligin siddeti kiigiiliir ve kritik noktada kaybolur. Bir spin sisteminde 7, sicakliginda

stvi-gaz sisteminin ¢esitli 6zelliklerinde tuhafliklar vardir. Bu tuhafliklar kritik iis ile kuvvet



kanunu ile tanimlanir. Tlging olarak, s1vi-gaz sisteminde kritik {issiin degeri ising modeli i¢in
bulunanla ayni olduguna inanilir. Bu davranis biitiinliigiinde onerilen kritik davranisin temel
ozelliklerinin spesifik model veya sistemin sinirlarin1 asmasidir. Bu ¢ok ilging konuyu

okuyucu referansta belirtilen kaynaklardan takip edebilir.

Sekil 3.10 a geri dondiiglimiizde, i1sing model faz diyagraminin ilging bir 6zelligi
yukar1 fazdan asagi faza, iki farkli yolla gecistir. Birincisi sicaklik ekseninde gegistir.
Boylelikle bu birinci derece faz gegisi 6rnegidir. Digeri yliksek sicaklikta kritik nokta civarina
gitmektir ki bu biitiiniiyle birinci derece faz gegisinden sakinilmis olunur. Elbette, bu iki fikir
bir s1v1 gaz sisteminden elde edilebilir. Her ikisinde de birinci derece faz gecis ¢izgisi

boyunca gegcebiliriz veya kritik nokta civarinda kilavuzluk ederek gecis olmadan sividan gaza

gider.

Son olarak birinci ve ikinci derece faz gegisi arasindaki 6nemli farki vurgulamaliyiz.
Kritik nokta yakinlarindaki dalgalanmalar , garip davranisi (singular behavior) 6nceden
tahmin edilebilir genisliktedir. Bu sistem bilinenleridir ki olanlar hakkinda 6nemlidir.
Bununla birlikte, birinci derece faz gegisi aniden gergeklesir. Dalgalanmalarda artig veya

diger bir ¢esit uyar1 yakininda olmasindan korktugumuz dalgalanmalar yoktur.

Bu uyar1 yoklugu ge¢is dncesi ve sonrasi farklidir ki spin dizilisi (spin configurations) ile
baglantilidir. Burada diisiik sicakliklar g6z dniinde bulundurulur, iki hal, tiim spinlerin her biri
digerine M nin yukar1 ve asagi yonii ile hemen hemen paraleldir. Sistem baslangicta bu
durumlardan birinde ise, ardindan sirastyla tiim spinlerin temel olarak diger hale donmesi
gerekir. Monte Carlo flipping kurallari diisiik sicakliktan itibaren zamanda bir spin igerir hatta
cok nadiren tek bir spin enerji artis1 ile doner, biiylik sayidaki spin olasilig1 birbiri iizerine

gelebilmek i¢in asir1 derecede az sayida spin birlikte doner.
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Sekil 3.11 Kritik sicaklik altinda 10x10 kare kafes i¢in hyteresis dongiisii.

Bu Sekil 3.11 de resmedilmistir. Diisiik sicakliklarda H 1n fonksiyonu olarak M igin
sonuglar gosteriliyor. Her bir sicaklikta biiylik miktarda negatif alan uygulariz. Boylelikle
spinler negatif yonde tiimiiyle hizalanir. Alan agamalarla arttiriliyor. Spin dizilisinin pozitif
alan etkisi altinda dengede olmasini bekleriz. Bu noktada tiim spin noktalarinin pozitif yonlii
olmalar1 termodinamik denge halidir. Bununla birlikte Sekil 3.11 de 7 =0.5 de pozitif hale
degismeden dnce H = 1.5 e dek sistem negatif halde kalir. Benzer olarak, biiyiik pozitif
alanda baslarsak ardindan agamalarda alan azalir sistemin H = 1.5 a dek pozitiften negatife
degismedigini goriirliz. Boylece sistemin hali dnceki hysteresis gibi bilinen bir etki durumuna
baglidir. Bu degisimdeki erteleme termodinamik denge halinde gecis yapmak icin sistemin

oldukea diisiik olasiliginin sonucudur. [6,14,15,16,17,18]



IV NUMERIK SONUCLAR

Bu ¢aligmada amaglanan Ising modelini, kritik sicaklik civarinda C programlama
diliyle hazirlayarak Monte Carlo metodu ile simiile ettik. Boylelikle kritik sicaklik civarindaki
faz gecislerine ait; kritik sicaklik ve kritik bilesen degerlerine ulagabildik. Daha da 6nemlisi
hazirladigimiz bu simiilasyonla sartlar1 kolaylikla degistirip modele ait; manyetizasyon,
spesifik 1s1, i¢ enerji, manyetik duygunluk degerlerinin sicaklik ve degisen manyetik alanla
nasil degisiklikler sergiledigini grafik olarak elde etmis olduk. Ayrica sicaklik haricinde dis
manyetik alan uygulayarak bu alanin spinleri nasil etkiledigini gozlemledik. Manyetik alani
negatiften pozitife degistirip sicakligi sabit tutarsak miknatislanmanin manyetik alanla nasil
degistigini bulduk. Ayrica manyetik alan pozitif degerden geri gotiirerek histerisis etkisini
gozledik. Ising model haricinde ayrica Potts modeli kullanarak spinlerin 16ya varan agida
donmeleri sagladik ve spinlerin aralarindaki a¢inin kullanilmasi gerektigini gosterdik. Mesela

eger normal Ising modelindeki enerji etkilesim Hamiltoniyeni

H=-J)SS,-uH) S, (4.1)

olarak alinmigken, Potts modelinde bu

H=-J3S,S,Cos0, -~ uH Y S,Cosa, (4.2)
2y i

olarak alinmistir. Burada € iki spin arasindaki a¢1, & ise manyetik alanla herhangi spin
arasindaki agidir. Simiilasyonlar1 yaparken kare orgii kullanarak spinleri 6rgii noktalaria

yerlestirdik.

IV.1 iC ENERJININ SICAKLIKLA DEGIiSiMi

Bu boliimde spinleri sadece yukari (S;=+1) ve asagi (Si=-1) olan Ising model simiile

edilmistir. Manyetik alan H=0 alinarak sicakligin nasil faz ge¢isini sagladigini gosterilmistir.



Bu ferromanyetik-paramanyetik faz gecisi daha dnce ongoriildiigii gibi kritik sicaklik olan
T=2.3 civarinda ger¢eklesmistir. Buna gore her seferinde 50 iterasyon igeren Monte Carlo
yontemi kullanan bilgisayar kodumuzun dogru calistigini sdyleyebiliriz. Asagida 21x21,
41x41, ve 81x81 lik kare orgiide elde edilen i¢ enerji grafikleri verilmistir. Burada elde edilen
sonuglar daha 6nce verilen Sekil 3.7 ile tamamen uyum icindedir. Orgiideki spin sayis1
arttikca faz gecis bolgesinin yerinin degismedigi fakat daha diizgiince degistigi goriilmektedir.
Burada not edilmesi gerken en 6nemli nokta iterasyonlarin yiiksek sicakliklardan baslayip
diistik sicakliklara dogru gitmesidir. Bu nedenle [1=1/Tdegerleri yaklasik 0.1 den baslatilip 6-
7 degerine kadar arttirilmig yani sicakliklar yaklasik 10 dan 0.1 e kadar diistiriilmistiir.

Grafikler ise sicakliga gore verilmistir.
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Sekil 4.1 21x21 spinde ising modele gore i¢ enerjinin sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.2 41x41 spinde ising modele gore i¢ enerjinin sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.3 81x81 spinde ising modele gore i¢ enerjinin sicaklikla degisimi.

IV.2 MAGNETIZASYONUN SICAKLIKLA DEGISiMi

Yine dig manyetik alan sifir alinip sadece sicaklik degistirildiginde manyetizasyonun
(miknatislanma) nasil degistigi asagidaki grafiklerde gosterilmistir. Gelisiglizel numaralarin
her seferinde farkli olmasi sebebiyle spinler diisiik sicakliklarda ya tamamen yukar1 (bu
durumda miknatislanma=1) ya da tamamen asag1 (miknatislanma=-1) yonelmektedir. Bu
durumun kontrol edilmesi imkansiz olup her 2 sonug ta dogrudur. 21x21 den 81x81 e degisen
3 orgiide elde edilen agagidaki sonuslar Sekil 3.9 a tamamen uygundur. Buna gore sistem
yiiksek sicakliklarda paramanyetik iken sicaklik diistiik¢ce ferromanyetik hale doniismekte ve
spinler ayn1 yone yonelmektedir. Boylelikle bir 6nceki boliimde goriildiigii gibi ic enerjileri de

minimuma inmektedir.

o
B

I
)

getiézasyon

. Man
I
o~

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Sicaklik

Sekil 4.4 21x21 spin sisteminde ising modele gére manyetizasyonun sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.5 41x41 spin sisteminde ising modele gére manyetizasyonun sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.6 81x81 spin sisteminde ising modele gére manyetizasyonun sicaklikla degigimi.
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IV.3 MANYETIK DUYGUNLUGUN SICAKLIKLA DEGIiSiMi

Sekil 3.8 de goriildiigii gibi (denklem 3.22 den elde edilen) manyetik duygunluk kritik
sicaklik civarinda tepe degerine ulagsmaktadir. Asagida 3 farkli 6rgiiden de goriildiigii gibi
tarafimizdan elde edilen manyetik duygunluk aynen kritik sicaklik olan 2.3 civarinda tepe
degerine ulagsmaktadir. Bu da spin sisteminin kritik sicaklik civarinda sicaklikla son derece
etkin olarak degisebildigini gostermektedir. Diisiik sicakliklarda spin sistemi artik
ferromanyetik hale geldiginden, manyetik duygunlugu da paramanyetik sisteme gore
azalmistir. Yani spinlerin tiimii ayn1 yonde iken bu spinlerin dis manyetik alandan
etkilenmeleri son derece azalmistir. Ciinkii tiim sistem artik sade bir miknatis haline
gelmistir. 21x21 grafiginde maksimum deger T=2.6 civarinda iken bu degerin 81x81
orgiisiinde dogru deger olan T=2.3 e yaklastig1 goriilmektedir. Bu da 6rgii nokta sayisinin

¢Ozlim hassasiyetini nasil arttirdigini gostermektedir.
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Sekil 4.7 21x21 spinde ising modele gére manyetik duygunlugun sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.8 41x41 spinde ising modele gére manyetik duygunlugun sicaklikla degisimi.
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Sekil 4.9 81x81 spinde ising modele gére manyetik duygunlugun sicaklikla degisimi.



IV.4 ISING MODEL — HISTERISIS ETKiSi, MANYETiZASYONUN

MANYETIK ALANLA DEGIiSiMi

Bu boliimde sicaklik T=4 degerinde sabit tutularak manyetik alan degerleri -15
degerinden +15 degerine arttirilmis daha sonra da geri doniilerek -15 degerine tekrar
inilmistir. Segilen sicaklik kritik sicakliktan daha biiylik oldugundan sistemin histerisis etkisi
oldukca diizgiin bir sekilde goriilmektedir. Bu da daha 6nce sadece 1 yon i¢in verilen Sekil

3.9 a uygundur. Ostelik bu egri neredeyse orgiideki spin sayisindan bagimsiz goriilmektedir.
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Manyetik alan
Sekil 4.10 21x21 spin sisteminde ising-hysterisis e gére manyetizasyonun manyetik alanla
degisimi.
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Sekil 4.11 41x41 spin sisteminde ising-hysterisis e gére manyetizasyonun manyetik alanla
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degisimi.
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Sekil 4.12 81x81 spin sisteminde ising-hysterisis e gére manyetizasyonun manyetik alanla
degisimi.

IV.5 ISING MODEL - HISTERISIS ETKIiSi, MANYETIK DUYGUNLUGUN

MANYETIK ALANLA DEGISIiMi

Asagidaki grafiklerde, ayn1 orgiiler i¢in manyetik duygunlugun dis manyetik alanla
nasil degistigi gosterilmektedir. Buna gére manyetik duygunluk dis manyetik alanin sifir
oldugu degerlerde maksimuma ulagmig fakat her iki yondeki manyetik alan degeri arttik¢a da
minimuma inmistir. Ayrica bu grafiklerden manyetik duygunlugun da histerisis etkisi

gosterdigi goriilmektedir
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Sekil 4.13 21x21 spinde ising-hysterisis e gére manyetik duygunlugun manyetik alanla
degisimi.
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Sekil 4.14 41x41 spinde ising-hysterisis e gére manyetik duygunlugun manyetik alanla
degisimi.
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Sekil 4.15 41x41 spinde ising-hysterisis e gore manyetik duygunlugun manyetik alanla
degisimi.

IV.6 POTTS MODEL

Bilindigi gibi Ising modelde spinler ya asag1 ya da yukari yonelebilmektedirler. Fakat
potts modelde kodumuz 2 den 16 ya kadar istenildigi kadar agida yonelimlere izin verecek
sekilde calismaktadir. Biz 4, 8 ve 16 yonelim segerek bu modelin Ising modelinden
farkliligin1 anlamaya calistik. Sonuclar benzeri ¢ikmasina ragmen bariz farkliliklar gézledik
ve en Onemlisi de ag1 sayisi fazla oldugundan Monte Carlo iterasyon sayisinin arttiritlmasi

gerektigini gosterdik. Asagida verilen Sekil 4.16 da kullanilan spin yonelimleri gdsterilmistir.

RN

a) Ising-2 yonelim.......bB) Potts-4 yonelim  c) Pgthks-8 yonelim d) Potts-16 yonelim
Sekil 4.16 Potts modelde spin yonelimleri



Bu boéliimde Potts modeli icin 41x41 6rgii secilmis ve N=4 yonelime sahip olan spinler

icin asagidaki i¢ enerji, manyetizasyon, 1s1 kapasitesi ve histerisis grafikleri elde edilmistir.
Bu grafiklerin sag taraflarina ise Ising model ile elde edilen grafikler karsilastirilmak

amacityla ¢izilmistir.

=)
<
N

5 - —
o2 e o4 i
304 »// ;" /
/ 0.6 A
0.6 7
/ 0.8
0.8
1
b/ 7
12 j{ 1.2 /
e 1.4 /
Y- j] 1.6 F
z i /
18 F _/ 1.8 : —“‘/
20"H‘l”"2”“3””4”"5“”6””7””5 -2(;““1““2““3 4 5 6“”7””8
Sicaklik . Sicaklik
a- Potts model (N=4) b- Ising model

Sekil 4.17 Potts ve Ising modellerine gore 41x41 orgiide i¢ enerji-sicaklik degisimleri
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a- Potts model (N=4) b- Ising model

Sekil 4.18 Potts ve Ising modellerine gore 41x41 orgilide i¢ manyetizasyon-sicaklik
degisimleri
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Sekil 4.19 Potts ve Ising modellerine gore 41x41 orgiide 1s1 kapasitesi-sicaklik degisimleri
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Sekil 4.20 Potts ve Ising modellerine gore 41x41 orgiide histerisis degisiminde
manyetizasyon — manyetik alan degisimleri.
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Sekil 4.21 Potts ve Ising modellerine gore 41x41 6rgiide histerisis degisiminde
manyetizasyon — manyetik alan degisimleri.
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Sekil 4.22 Potts ve Ising modellerine gore 41x41 orgilide histerisis degisiminde i¢ enerji —
manyetik alan degisimleri.
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Sekil 4.23 Potts modele gore 41x41 orgiide 1000 ve 2000 monte carlo adimlari igin isi
kapasitesi-manyetik alan grafikleri.
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Sekil 4.24 Potts modele gore 41x41 6rgiide 1000 ve 2000 monte carlo adimlari igin
manyetik duygunluk-manyetik alan grafikleri.
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